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Resumen

El efecto Kondo es un fenómeno que surge de la interacción entre una impureza magnética
y los electrones de conducción de un metal. Este problema constituye un ejemplo de la f́ısica
de muchos cuerpos en materia condensada, y para resolverlo satisfactoriamente se debieron
desarrollar métodos que tuvieran en cuenta la enorme cantidad de grados de libertad en
interacción. Los avances tecnológicos y las técnicas de fabricación de materiales desarrollados
en las últimas décadas le han dado una nueva perspectiva al problema de Kondo original,
lo que constituye un desaf́ıo desde el punto de vista teórico, ya que los modelos y métodos
tradicionales deben adaptarse convenientemente para tratar estas nuevas situaciones.

En esta tesis nos concentramos en el estudio del efecto Kondo en sistemas de valencia
intermedia de Yb (yterbio) y en sistemas nanoscópicos, dentro del marco del modelo de im-
pureza de Anderson. Para ello utilizamos extensiones o modificaciones al método de bosones
esclavos en campo medio, el método variacional, aproximaciones al método conocido como
NCA, e implementamos mapeos a modelos efectivos de impureza. En la primera parte de la
tesis se muestra el estudio de las propiedades termodinámicas de los compuestos Yb2M3Ga9

(M=Rh,Ir) y Yb3Ni5Al19, recientemente sintetizados. Pudimos caracterizar estos compuestos
como de valencia mixta, es decir, que presentan fuertes correlaciones y fluctuaciones de la va-
lencia 4f , y simultáneamente, importantes efectos de campo cristalino. Luego presentamos un
estudio de impurezas magnéticas en nanoestructuras conocidas como corrales cuánticos. El
efecto Kondo en estos sistemas ha sido observado experimentalmente como una antiresonan-
cia de Fano en los espectros obtenidos con un microscopio de efecto túnel (STM). Calculamos
teóricamente la señal de conductancia túnel diferencial dI/dV que se obtendŕıa en un corral
cuántico circular con un átomo de Co (cobalto), que actúa como impureza magnética, en
diferentes posiciones dentro del corral. Finalmente presentamos un estudio de la conductan-
cia electrónica a través de arreglos de puntos cuánticos acoplados en diversas configuraciones,
y analizamos el efecto de las correlaciones en el régimen de Kondo. Los resultados obtenidos
muestran que la conductancia a través de anillos de Aharonov-Bohm formados por puntos
cuánticos, incluyendo efectos de la interacción spin-órbita de Rashba, presenta importantes
efectos de interferencia y polarización de spin magnificada por las correlaciones.

Palabras clave: electrones fuertemente correlacionados, efecto Kondo, valencia intermedia, sistemas nanoscópicos.
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Abstract

The Kondo effect is a phenomenon resulting from the interaction between a magnetic im-
purity and the conduction-band electrons in a metallic host. This problem is a prototypical
example of many-body physics in condensed matter, and its resolution required the devel-
opment of new theoretical methods in order to account for the huge quantity of interacting
degrees of freedom. Recent advances in nanotechnology and fabrication techniques provid-
ed new perspectives for the original formulation of the Kondo problem. This constitutes
a theoretical challenge, since traditional models and methods have to be adapted for new
situations.

In this thesis, we concentrate in the study of the Kondo effect in Yb mixed-valence and
nanoscopic systems, within the framework of the impurity Anderson model. To this end,
we use extensios or modifications of the slave-bosons technique in the mean-field approxima-
tion, the variational method, aproximations to the NCA method, and mappings to effective
impurity models. In the first part of this thesis we study the thermodynamical and dynam-
ical properties of the recently sinthetized compounds Yb2M3Ga9 (M=Rh,Ir) y Yb3Ni5Al19.
We could classify these compounds as mixed-valence, presenting strong 4f−valence fluctua-
tions and correlations, and simultaneously showing important crystal-field effects. We then
present a study of magnetic impurities in quantum corrals. The Kondo effect has been de-
tected in these systems as a sharp Fano lineshape in the STM spectra. We theoretically
calculate the dI/dV signal of an STM which would be observed in experiments made on a
circular quantum corral with a Co atom inside acting as a magnetic impurity, for different
positions within the corral. Finally we present a study of the conductance through a cluster
of interacting quantum-dots, coupled in different configurations, and analyze the effects of
correlations in the Kondo regime. The results for the conductance through Aharonov-Bohm
rings of quantum-dots, including the effects of a Rashba spin-orbit coupling, show important
interference effects and spin polarization enhancement due to correlations.

Keywords: strongly correlated electrons, Kondo effect, mixed-valence, nanoscopic systems.
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viii ÍNDICE GENERAL

3.3.1 Estados confinados en un corral circular . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.2 Método de bosones esclavos en campo medio. . . . . . . . . . . . . . . 68
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5.5.3 Efectos de la interacción spin-órbita Rashba . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.5.4 Efectos de las interacciones en el transporte polarizado en spin . . . . 116

5.6 Resumen y conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6 Resumen y conclusiones generales 119
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Caṕıtulo 1

Introducción

La gran variedad de propiedades que exhiben los electrones en metales es una consecuencia
de la enorme cantidad de grados de libertad interactuantes. Sin embargo, a pesar de esta
complejidad, sólo un reducido número de estados fundamentales electrónicos cualitativamente
diferentes se producen en la naturaleza, entre los cuales podemos mencionar a los ĺıquidos
de Fermi , compuestos magnéticamente ordenados y a los superconductores [1] 1. En las
últimas décadas, el avance en las técnicas de fabricación de nuevos materiales, ha generado
una serie de compuestos con propiedades inusuales. Para poder comprender las propiedades
de estos nuevos materiales, la determinación experimental de su estado fundamental y el
desarrollo de modelos que den cuenta de éste, son esenciales. En este sentido, los metales que
contienen impurezas magnéticas diluidas o aleaciones concentradas de éstas han ocupado la
atención de la comunidad cient́ıfica por más de 50 años. Una de las razones por las cuales
han atráıdo tanto interés es que cuando un ión que exhibe un momento magnético bien
definido al estar aislado es introducido en un metal, intuitivamente se espera que su estado
fundamental también muestre propiedades magnéticas, por ejemplo, una ley de Curie para
la susceptibilidad magnética χ(T ) = c/T , entre otras propiedades. Sin embargo, este no es el
caso en general: una gran variedad de metales de transición (serie 3d), lantánidos (serie 4f) y
act́ınidos (serie 5f), exhiben, efectivamente, una susceptibilidad Curie a altas temperaturas,
pero a medida que baja la temperatura del sistema, ésta tiende a un comportamiento tipo
Pauli (χ(T ) =cte), lo que es una fuerte indicación de que el estado fundamental es un ĺıquido
de Fermi. ¿Cómo es posible que se produzca un cambio tan drástico en el magnetismo? Para
poder explicar este comportamiento, los modelos más sencillos posibles deben considerar los
efectos de las interacciones entre los electrones, inducidas por las interacciones que existen
dentro de la impureza magnética. Esto transforma al problema en un problema de muchos
cuerpos, es decir, ya no es posible considerar a la impureza esencialmente aislada, con algunas
correcciones introducidas por el entorno (electrones de conducción del metal), sino que es
necesario resolver el problema de la impureza y los electrones de conducción simultáneamente.
Este hecho demoró la llegada de una solución satisfactoria al problema de la impureza hasta
los años ’70.

1Un intenso esfuerzo de investigación se realiza actualmente para producir materiales con nuevos y exóticos
tipos de estados fundamentales, entre los que se encuentran los no ĺıquidos de Fermi(“non-Fermi liquids”)



2 Introducción

La formación de un estado fundamental no-magnético, tipo ĺıquido de Fermi, a partir
de la inclusión de impurezas magnéticas en un metal es conocida comúnmente como efecto
Kondo, en honor a uno de los primeros f́ısicos teóricos en contribuir a su entendimiento. Por
extensión, también se llama aśı a la formación de un estado fundamental tipo ĺıquido de
Fermi en sistemas concentrados, aunque la naturaleza del estado fundamental en este caso es
muy diferente.

Recientemente, el avance en la fabricación de sistemas de tamaño mesoscópico y nanoscópico
permitió mostrar evidencias de la f́ısica del efecto Kondo en circuitos con puntos cuánticos
realizados en semiconductores [2, 3, 4], y también en experimentos de microscoṕıa de efecto
túnel [5, 6, 7].

Debido a la importancia que ha tenido el problema de Kondo en la f́ısica de la materia
condensada (que entre otros avances, mereció el otorgamiento del premio Nobel a K. Wilson
en 1982 por el desarrollo del método conocido como Grupo de Renormalización Numérico), a
continuación expondremos brevemente una sucesión cronológica de los avances y descubrim-
ientos fundamentales de este tema.

1.1 Breve reseña cronológica

1.1.1 El problema de la impureza de Kondo

Los primeros experimentos que evidenciaron la presencia de propiedades anómalas a bajas
temperaturas en metales con impurezas fueron mediciones de resistividad en aleaciones de
metales nobles (Au, Ag, etc.) con pequeñas cantidades de metales de transición (Cu, Mn,
etc.), a mediados de los años ’30 [8]. En estas mediciones la anomaĺıa se presentaba como
un mı́nimo en la resistividad en función de T , que no pod́ıa ser explicada mediante la ley de
Mathiessen [9]

%(T ) = %0 +AT 5 + ... (1.1)

que describe aproximadamente la resistividad de un metal como una suma de contribuciones
de distinto origen: %0 es la contribución constate del scattering con impurezas (no magnéticas)
a la resistividad y el segundo término es la contribución de los fonones.

En 1964, J. Kondo demostró que el mı́nimo en la resistividad teńıa su origen en la dis-
persión magnética introducida por las impurezas de los metales de transición [10]. El modelo
utilizado era el llamado hamiltoniano de intercambio s-d, o como se lo llamó posteriormente,
hamiltoniano de Kondo, aunque en realidad fue introducido por Zener en 1951 [11]

Hs−d = Hband +Hexch, (1.2)

Hband =
∑
σ,~k

ε~kc
†
~k,σ
c~k,σ, (1.3)

Hexch = −2JK ~S.~s(0), (1.4)

donde Hband es el término de enerǵıa cinética de los electrones de la banda de conducción
y Hexch es la parte de intercambio, donde JK < 0 es la constante de intercambio antifer-
romagnética, ~S es el spin de la impureza y ~s(~r) es la densidad de spin de los electrones
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de conducción en el sitio ~r (el sitio de la impureza corresponde a ~r = 0). Mediante un
cálculo perturbativo a tercer orden en JK , Kondo pudo demostrar que el scattering elec-
trónico producido por los grados de libertad magnéticos en la impureza explica el mı́nimo en
la resistividad. En su cálculo, la resistividad diverge como ∼ ln kBT/D, donde D es el ancho
de la banda de conducción.

Un modelo alternativo para impurezas magnéticas hab́ıa sido propuesto por P. W. An-
derson en 1961 [12]

HA = Hband +Himp +Hmix, (1.5)

Himp = εd
∑
σ

ndσ + Und↑nd↓, (1.6)

Hmix =
∑
~kσ

V~k c
†
~k,σ
dσ + H.c., (1.7)

donde Hband es igual que antes y, a diferencia del hamiltoniano de Kondo, los grados de
libertad de carga en la impureza están descriptos expĺıcitamente: el operador d†σ(dσ) crea
(destruye) un electrón en la impureza, con spin σ y enerǵıa εd. En este modelo, la impureza
consta de un sólo nivel y las interacciones electrónicas están incluidas a nivel local mediante
el término repulsivo U > 0. El término Hmix describe los procesos en los que el electrón
“salta” de la banda de conducción a la impureza y viceversa. El modelo de Anderson es más
fundamental que el modelo de Kondo, ya que describe microscópicamente todos los grados
de libertad electrónicos.

Empleando una aproximación de campo medio, y suponiendo a los acoplamientos V~k inde-
pendientes de ~k y una banda de conducción con densidad de estados ρc constante, Anderson
demostró que, en función del parámetro U/πΓ, donde Γ = πρcV

2, existe un régimen en el
que la impureza desarrolla un momento localizado. Este resultado, a pesar de sugerir correc-
tamente la existencia de régimen de momento local no compensado, es erróneo en el sentido
que predice la ruptura de la simetŕıa SU(2) en la impureza, algo que puede ocurrir solamente
si el número de grados de libertad es infinito como, por ejemplo, en el modelo de Heisenberg,
que correctamente predice la aparición de orden magnético por debajo de la temperatura
cŕıtica [13, 14].

En 1966 Schrieffer y Wolff, utilizando una transformación canónica, demostraron que el
hamiltoniano de Kondo (Ec. (1.2)) puede obtenerse a partir del de Anderson cuando εd � EF
donde EF es la enerǵıa de Fermi y Γ � |εd|, U , es decir, cuando la carga en la impureza es
'1 y cuando la dinámica de este grado de libertad está “congelada” porque cuesta mucha
enerǵıa sacar o poner otro electrón [15]. En estas condiciones, sólo puede haber dinámica en
los spines, y como resultado se obtiene un modelo de spines (hamiltoniano de Kondo) . Con
esta transformación, el valor de la constante JK se vincula con los parámetros del modelo de
Anderson de la forma

JK = 2V 2 U

εd(εd + U)
≈ 2

V 2

εd
< 0. (1.8)

Luego de establecer esta correspondencia, los esfuerzos se centraron en remover las diver-
gencias logaŕıtimicas obtenidas mediante perturbaciones en el cálculo original de Kondo. En



4 Introducción

1965, Abrikosov llevó a cabo una suma infinita de los términos divergentes más importantes,
llamados diagramas de parquet, utilizando una representación fermiónica de los operadores
de spin del hamiltoniano de Kondo, sujetos al v́ınculo de ocupación fermiónica igual a 1 en
la impureza (para eliminar estados sin sentido f́ısico) [16]. Abrikosov obtuvo para la suscep-
tibilidad la expresión

χ(T ) =
(gµB)2S(S + 1)

3kBT

[
1− 2JKρc

1 + 2JKρc ln (kBT/D)
+O(JKρc)2

]
. (1.9)

Los términos logaŕıtmicos están ahora en el denominador, ya que la suma infinita en potencias
de JKρc ln (kBT/D) se puede expresar exactamente como una suma geométrica. Esto muestra
claramente que cuando JK > 0 (caso ferromagnético), la contribución de la interacción tiende
asintóticamente a cero cuando T → 0, obteniéndose una ley de Curie correspondiente a la
impureza libre. Sin embargo, para el caso antiferromagnético (JK < 0), las correcciones
divergen a la temperatura

kBTK ≈ De−1/(2ρc|JK |), (1.10)

que llamaremos temperatura de Kondo. Todas las otras propiedades f́ısicas calculadas con
este esquema divergen a esta temperatura, lo que invalida este método. Esto llevó a los
f́ısicos a preguntarse si las divergencias desapareceŕıan si se consideraba una suma completa
de diagramas de parquet. Suhl, en 1965 propuso llevar a cabo esta suma mediante ecuaciones
integrales acopladas de estos diagramas [17]. Algo que genera la misma serie es el método de
desacople de las ecuaciones de movimiento de la función de Green, llevado a cabo por Nagaoka
en 1965 [18]. Este método soluciona las divergencias en T = TK y puede ser continuado hasta
T = 0, pero no es satisfactorio en el sentido de que las propiedades calculadas dependen
fuertemente de las condiciones iniciales, dando un gran rango de posibles resultados a T = 0
para el caso S = 1/2, obteniéndose estados fundamentales con diferente valor del spin total.
Esto contrasta con un teorema general de Mattis, que establece que la simetŕıa de spin del
estado fundamental para JK < 0 en un sistema de volumen finito corresponde a S−1/2 [19].
Esto implica que para el caso S = 1/2, la impureza deb́ıa estar completamente apantallada
a T = 0, explicando naturalmente una susceptibilidad constante a bajas temperaturas.

En 1966, Yosida introdujo una función de onda variacional para estudiar el comportamien-
to del sistema a T = 0 [20]

|Ψs,t〉 =
∑
k>kF

α~k

(
c†~k,↓
| ↑〉 ± c†~k,↑| ↓〉

)
|FS〉, (1.11)

donde los parámetros variacionales α~k deben ser elegidos de manera de minimizar la enerǵıa,
y donde | ↑〉, | ↓〉 son los estados de spin de la impureza con S = 1/2. |FS〉 es el mar de Fermi
y kF es el momento de Fermi. Esta función de onda tiene dos valores posibles para el spin
total ST , dependiendo del signo elegido: un singlete (ST = 0) para el signo - y un triplete
(ST = 1, SzT = 0) para el signo +. La enerǵıa del estado fundamental se minimiza para
JK < 0 con la elección de una función tipo singlete, lo que está de acuerdo con el teorema
de Mattis, dando un valor Es = −De−2/(3ρc|JK |) y es comparable al valor de TK dado por
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la expresión de Abrikosov 2. El método variacional permite investigar las propiedades del
estado fundamental de un modo no perturbativo, por lo que se pudo describir correctamente
las propiedades a T = 0. Cualitativamente, la función de onda variacional describe a una
impureza completamente apantallada por los electrones de conducción.

Hacia fines de los ’60 estaban bien establecidos los ĺımites T = 0 y T � TK . Sin embargo,
la descripción detallada del cambio de comportamiento o “crossover” desde la impureza libre
a altas temperaturas hasta una impureza completamente apantallada a T = 0 no se hab́ıa
logrado.

En 1970, Anderson, Yuval y Hamman [22] introdujeron el método de escaleo (“scaling”)
en el hamiltoniano de Kondo, que está basado en conceptos del grupo de renormalización. El
método de escaleo se basa en la eliminar progresivamente los grados de libertad de alta enerǵıa
de la banda de conducción mediante una transformación canónica, y mapear el hamiltoniano
original en otro con la misma forma pero con parámetros renormalizados. Para mantener la
forma del hamiltoniano efectivo aśı obtenido, se deben despreciar contribucionesO(JKρc)3 , lo
cual es posible siempre que estas contribuciones sean pequeñas. De esta manera demostraron
que para una constante JK < 0 arbitrariamente chica, la constante renormalizada J̃K crece
indefinidamente a medida que T → 0. Eventualmente, el método se hace inválido para
T < TK a partir de donde ya no es posible despreciar términos O(J̃Kρc)3 en el hamiltoniano
efectivo. Sin embargo, Anderson, Yuval y Hamman conjeturaron que si el proceso de escaleo
pudiera seguirse hasta T → 0, el acoplamiento alcanzaŕıa el ĺımite J̃K → ∞. En este
ĺımite, la renormalización termina, y este ĺımite se convierte en un “punto fijo estable”, en
la terminoloǵıa del grupo de renormalización. Esta fuerte interacción induciŕıa un estado
fundamental en el que el spin de la impureza estaŕıa ŕıgidamente acoplado a los spines de
conducción y apantallado por éstos.

En 1974 K. Wilson introdujo el Grupo de Renormalización Numérico, que combina con-
ceptos de renormalización con la capacidad de cálculo numérico de las computadoras actuales
[23]. Al igual que el método de escaleo, el Grupo de Renormalización Numérico elimina pro-
gresivamente grados de libertad de alta enerǵıa, pero diagonaliza exactamente el hamiltoni-
ano efectivo que se obtiene en cada etapa de la renormalización. Dado que es un método no
perturbativo, permitió describir rigurosamente el crossover por primera vez. En efecto, el
momento magnético efectivo en la impureza

µ2
eff = 3Tχ(T ), (1.12)

tiende a cero cuando T → 0.
En el año 1974, Nozières postuló que el estado fundamental en el problema de la im-

pureza de Kondo pod́ıa ser interpretado como un ĺıquido de Fermi local [24], obteniendo una
expresión expĺıcita para el hamiltoniano efectivo en la cercańıa del punto fijo de acoplamiento
fuerte. Nozières expuso su argumentación comenzando con una cadena unidimensional con
la impureza magnética acoplada al sitio 0 en un extremo mediante el acoplamiento efecti-
vo J̃K , como se ilustra en la Fig. 1.1. Utilizando el resultado obtenido con el Grupo de

2Como veremos más adelante, en 1976 Varma y Yafet propusieron una función de onda variacional para
el modelo de Anderson [21]. La enerǵıa ganada por formar el estado fundamental singlete en este caso es
exactamente igual a la expresión para TK de la Ec.(1.10).
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Renormalización Numérico a T → 0, en el que J̃K � t (ĺımite de acoplamiento fuerte)
pudo demostrar que el estado fundamental del sistema correspond́ıa a un singlete (singlete
de Kondo) formado por los spines de la impureza y del sitio 0, desacoplado del resto de la
cadena. Las funciones de onda dispersadas por la impureza, lejos de la misma, pueden ser
descriptas como ψσ(x) ≈ sin(kFx− δσ), donde δσ es un corrimiento de fase (“phase-shift”).
Al estar desacoplado el sitio 0 en el ĺımite J̃K → ∞, se verifica δσ = kFa = π/2, siendo a
el parámetro de red. De esta forma, el singlete de Kondo actúa dispersando elásticamente
los electrones de conducción como lo haŕıa una esfera ŕıgida. Por la regla de suma de Friedel
[25], 〈n0σ〉 = δσ/π, y usando que la simetŕıa de spin del problema 〈n0↑〉 = 〈n0↓〉 se sigue que
el número total (spin “up” más “down”) de electrones de conducción ligados en el sitio de
la impureza es 1. Considerando fluctuaciones virtuales al sitio 0, Nozières argumentó que la
interacción inducida en el sitio 1 tendŕıa la forma Hint = t4/J̃ 3

K n1↑n1↓. Esta interacción
repulsiva débil describe a un ĺıquido de Fermi “local”.

Figura 1.1: Esquema del sistema utilizado en los argumentos de Nozières, que representa a una cadena
unidimensional acoplada a la impureza magnética.

En 1980, Andrei [26] y Wiegmann [27], independientemente, diagonalizaron exactamente
el hamiltoniano de Kondo con relación de dispersión lineal usando un ansatz de Bethe y
más tarde, Wiegmann [28] y Kawakami y Okiji [29], el hamiltoniano de Anderson. En este
método, las propiedades termodinámicas se formulan en términos de una jerarqúıa infinita de
ecuaciones integrales que se resuelven numéricamente. El acuerdo teórico con los resultados
del grupo de renomalización numérico es excelente.

Aplicando el método de perturbaciones diagramáticas de la función de Green en la im-
pureza en términos del parámetro U del hamiltoniano de Anderson, Yosida y Yamada en
la década del ’70 calcularon algunas propiedades en el modelo de Anderson simétrico, como
la densidad espectral ρd(ω) [30, 31], y posteriormente, Horvatić, Šokčević y Zlatić en 1987
extendieron estos resultados para el caso sin simetŕıa part́ıcula-hueco [32]. Por su naturaleza
perturbativa, el acuerdo cuantitativo de este método con los métodos exactos mencionados
anteriormente se deteriora para valores de U/πΓ > 2.5 en general. Sin embargo, para valores
moderados de este cociente, permite obtener una idea cualitativa adecuada de las propiedades
del sistema.

Finalmente, por completitud, mencionamos los métodos conocidos como métodos de
part́ıculas auxiliares [33, 34, 35, 36] introducidos en los ’80, pero dejamos su desarrollo para
caṕıtulos posteriores.

Además del comportamiento constante de la susceptibilidad magnética a baja temperat-
uras, otra de las caracteŕısticas de la f́ısica del efecto Kondo es la aparición de una resonancia
en la densidad espectral en la impureza ρd(ω) para ω ∼ EF , cuando T < TK . A esta reso-
nancia se la denomina resonancia de Kondo o resonancia de Abrikosov-Suhl. Partiendo de
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la solución de la impureza de Anderson S = 1/2 con V = 0, se esperan en principio 2 reso-
nancias en la densidad de estados local ρd(ω): una resonancia que refleja la amplitud de las
transiciones de 0 → 1 part́ıcula a una enerǵıa ω = En=1−En=0 = εd, y otra que se relaciona
con las transiciones de 1→ 2 part́ıculas, centrada en una enerǵıa ω = En=2−En=1 = εd+U .
En el ĺımite V → 0, el ancho de estas resonancias se obtiene calculando la probabilidad de
transición por unidad de tiempo 1/τ con la regla de oro de Fermi(

1
τ

)
n=0→1

=
2π
~

∑∣∣∣〈~k;σ|Hmix|FS; 0〉
∣∣∣2δ(εd − ε~k),

=
Γ
~

(1.13)

donde el estado inicial es un autoestado del modelo de Anderson con V = 0 que consta del mar
de Fermi lleno y la impureza vaćıa |FS; 0〉 ≡ |FS〉 ⊗ |0〉, y el estado final es un autoestado
que consta de un hueco en mar de Fermi y un electrón en la impureza con proyección σ,
|~k;σ〉 ≡ c~k,σ|FS〉 ⊗ d

†
σ|0〉. Esto demuestra que las resonancias de ρd,σ(ω) que tienen que ver

con añadir o quitar un electrón en la impureza quedan completamente descriptas con la f́ısica
de un cuerpo.

Sin embargo, la resonancia de Kondo es un efecto exclusivo de las correlaciones, y se
origina en la estructura no trivial del estado fundamental de muchos cuerpos. Langreth
demostró que el modelo de Anderson verifica la regla de suma de Friedel [37], lo que conduce
a la fórmula

ρdσ(EF ) =
sin2 (π〈ndσ〉)

πΓ
, (1.14)

independiente del valor de la interacción U . En el caso del modelo de Anderson simétrico
(εd = −U/2), puede verificarse fácilmente que 〈nd↑〉 = 〈nd↓〉 = 1/2 independientemente del
valor de U , lo que implica que ρdσ(EF ) = 1/πΓ = cte. Para el caso no interactuante U = 0,
se espera una resonancia única en ω = εd = EF . Aumentando lentamente U , los picos de
carga centrados en εd = ±U/2 comienzan a alejarse del nivel de Fermi, pero por la regla de
suma de Friedel, debe verificarse que ρdσ(EF ) = 1/πΓ, lo que implica que debe haber alĺı una
resonancia. En el caso no simétrico, la resonancia se encuentra levemente desplazada respecto
de EF . ¿Cuál es el origen de esta resonancia? Para fijar ideas, supongamos un sistema de n
electrones a T = 0, y tomemos para simplificar nuevamente el modelo de Anderson simétrico.
En estas condiciones, la densidad de estados ρdσ(ω) para ω < 0 es

ρdσ(ω) =
∑
j

∣∣∣〈ψn−1
j |dσ|Ψn

0 〉
∣∣∣2δ(ω + En−1

j − En0 ) (1.15)

donde |Ψn
0 〉 y En0 son respectivamente el estado fundamental del sistema de n electrones y

su enerǵıa, y donde En−1
j y |ψn−1

j 〉 son las autoenerǵıas y los autoestados del hamiltoniano
de Anderson con una part́ıcula menos que el fundamental. Supongamos que las enerǵıas En0
y En−1

j están referidas al nivel de Fermi EF . Por la simetŕıa part́ıcula-hueco, la función es
simétrica respecto de ω = EF . Esta fórmula nos dice que la resonancia cerca de ω = EF
se relaciona con el hecho de que |Ψn

0 〉 se compone de estados con diferente ocupación en la
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impureza, muy cercanos en enerǵıa a En0 . Es esta estructura no trivial del estado fundamental,
con proyecciones no nulas en subespacios con distinto número de electrones en la impureza,
la que origina la resonancia de Kondo cerca de EF .

1.1.2 El problema de la red de Kondo

Aunque continúa siendo un campo de mucha actividad en la investigación actual, puede de-
cirse que gracias al desarrollo del Grupo de Renormalización Numérico y de Bethe ansatz
aplicados a los modelos de Kondo y de Anderson, el problema de la impureza ha sido esen-
cialmente “resuelto”. Un nivel de dificultad cualitativamente diferente se encuentra aún sin
resolución definitiva en el caso de los sistemas de aleaciones concentradas de iones magnéticos,
formando lo que por extensión de lo anterior se denomina red de Kondo. Estos compuestos
exhiben una serie inusual de propiedades como ser: superconductividad (p. ej: CeCu2Si2),
orden magnético, paramagnetismo y comportamiento tipo ĺıquido de Fermi, comportamiento
tipo no-ĺıquido de Fermi, etc [38]. Se ha catalogado a estos materiales genéricamente con
el nombre de fermiones pesados, debido a que su masa efectiva derivada de, por ejemplo, el
calor espećıfico a bajas temperaturas, es varias veces superior a la del electrón libre.

Normalmente, los sistemas concentrados de momentos magnéticos desarrollan orden
magnético a baja temperatura. El mecanismo responsable de este orden es precisamente
el hamiltoniano de Kondo descripto en la Ec. (1.2): al introducir un momento magnético en
el metal, éste polariza la nube electrónica alrededor suyo. Si un segundo momento magnético
es introducido en las inmediaciones del primero, se acoplará con la densidad de spin generada
por éste. Este mecanismo de interacción a distancia entre momentos magnéticos se denomina
interacción RKKY [13, 39] y puede escribirse como

HRKKY = JRKKY (|~r1 − ~r2|)~S1.~S2, (1.16)

donde la constante JRKKY (|~r1 − ~r2|) = −J 2
Kρc cos(2kF r)/|kF r|3 se obtiene mediante un

cálculo perturbativo a segundo orden en JK y r es la distancia entre iones magnéticos. Como
puede verse, la interacción RKKY es de largo alcance y oscila con un peŕıodo dado por kF ,
por lo que puede inducir varios tipos de órdenes magnéticos, y en impurezas diluidas puede
dar origen a comportamientos tipo vidrio de spin (“spin-glass”).

Recientemente, utilizando el método de la función de onda variacional, se ha encontra-
do evidencia teórica de un mecanismo de interacción entre dos impurezas de Kondo más
fuerte inclusive que la interacción RKKY [40]. La interacción inducida por un estado varia-
cional conocido como doblete de Kondo induce una correlación ferromagnética entre las dos
impurezas que dominaŕıa sobre los efectos de la interacción RKKY [40].

En 1975 Andres, Ott y Grabner descubrieron propiedades inusuales en el metal CeAl3
[41], como ser: susceptibilidad Curie a altas temperaturas y susceptibilidad de Pauli a ba-
jas temperaturas, con la consecuente falta de orden magnético, comportamiento lineal del
calor espećıfico con un coeficiente γ 1600 veces mayor al de un metal convencional y com-
portamiento cuadrático %(T ) ≈ αT 2 en la resistividad a baja temperatura. Andres, Ott y
Grebner señalaron que todas estos comportamientos indicaban la presencia de un ĺıquido de
Fermi.
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Este descubrimiento llevó a S. Doniach [42, 43] a postular que este tipo inusual de met-
ales era una versión concentrada del efecto Kondo de la impureza. Cualitativamente, Do-
niach argumentó que la naturaleza del estado fundamental electrónico estaba dado por una
competencia de enerǵıas: la escala de enerǵıa JRKKY ≈ J 2

Kρc y la temperatura de Kondo
TK ≈ De−1/2JKρc . Cuando JRKKY � kBTK , se forma un estado magnéticamente ordenado
y cuando la situación es inversa, se genera un estado fundamental tipo Kondo concentrado,
en el que cada impureza está apantallada por los electrones de conducción. Debido a la
simetŕıa de traslación, se formaŕıa una banda coherente de cuasipart́ıculas que involucra a
todos los sitios y que, a diferencia del caso de la impureza, tendeŕıa a hacer disminuir la
resistividad del metal a medida que disminuye la temperatura. Estos argumentos se resumen
en un diagrama de fases conocido como el diagrama de Doniach (ver Fig. 1.2), y es uno de
los primeros intentos de entender la f́ısica de los fermiones pesados.

T
coh

T
K
~exp[-1/(ρ

c
�

K
) ]

J
RKKY

~�

K
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�

K
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K

Figura 1.2: Esquema del diagrama de Doniach. La región sombreada representa la zona donde es estable la
fase magnéticamente ordenada. Por encima de J cK predomina un estado fundamental tipo ĺıquido de Fermi.

Según esta idea, partiendo de la fase magnética, ésta se vuelve inestable a medida que
JK → J cK . Esta zona de inestabilidad es actualmente muy estudiada tanto experimental
como teóricamente dado que hay bastante consenso en que el punto J cK es un punto cŕıtico
cuántico, en el que, a pesar de que las fluctuaciones térmicas están congeladas, se observa un
comportamiento cŕıtico debido a las fluctuaciones cuánticas entre los estados fundamentales
que compiten. Esta competencia da origen a inusuales efectos, tales como comportamientos
tipo no-ĺıquido de Fermi en las propiedades de baja temperatura.

Sin embargo, serias objeciones se hicieron inmediatamente a este modelo, entre las que
se mencionan la paradoja del agotamiento (“exhaustion paradox”), que mediante simples
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argumentos postula que en una aleación concentrada de momentos magnéticos no habŕıa
suficientes electrones de conducción para apantallar a todos los momentos. Cualitativamente,
pensando en la imagen de la nube de apantallamiento de Kondo, los electrones de conducción
que intervienen en el apantallamiento son aquellos con enerǵıa del orden kBTK alrededor de
EF . Esto implica que la nube de Kondo tiene una extensión aproximada de ξK ∼ vF /kBTK ,
donde vF es la velocidad de Fermi. Esto sugiere que si la concentración de impurezas es
mayor que ∼ 1/ξ3

K , no hay suficientes electrones de conducción para apantallar a todos los
momentos magnéticos. Por otro lado, la imagen tradicional de la “nube de Kondo” ha sido
refutada por P. Coleman [44], argumentando que los electrones de conducción que intervienen
en el proceso de apantallamiento no son sólo aquellos con enerǵıas |ε| < |EF ± kBTK |, sino
todos los electrones de la banda. De esta manera, no existiŕıa tal paradoja. Este es un tema
todav́ıa controversial.

Otra objeción importante al modelo de Doniach se relaciona con el valor cŕıtico J cK para
el cual comienza a ser favorable formar un estado concentrado de Kondo. Según el cálculo
de Doniach, el valor de J cK es comparable al ancho de banda D, lo que es varias veces mayor
a las estimaciones que surgen de los experimentos, con lo que la mayoŕıa de los compuestos
seŕıan magnéticamente ordenados a baja temperatura.

Una posible salida a esta segunda objeción estaŕıa relacionada con la alta degeneración
del momento angular en los sistemas de tierras raras y act́ınidos, que permite disminuir el
valor de J cK , favoreciendo la formación del estado de Kondo fundamental. Hoy en d́ıa está
más o menos aceptado que el estado fundamental de un fermión pesado por encima de J cK
es un ĺıquido de Fermi coherente.

1.2 El efecto Kondo en sistemas nanoscópicos

Los recientes avances en nanotecnoloǵıa han permitido manipular y controlar la materia a
escala atómica [45]. Una de las herramientas más importantes para ello es el microscopio
de efecto túnel, más conocido como STM por sus siglas en inglés (“scanning tunnelling mi-
croscope”). Este microscopio es capaz de tomar imágenes de una superficie con resolución
atómica, mover átomos individuales a través de la superficie y medir el espectro de enerǵıa
en sitios precisos de la misma.

Recientemente, el STM ha sido usado para tomar imágenes y manipular impurezas
magnéticas en la superficie de metales [5, 6, 7] posibilitando estudiar el problema de Kondo
desde una nueva perspectiva. En 2002, H. Manoharan et al. [46], en IBM-Almaden, Estados
Unidos, usando un STM construyeron una elipse de átomos alrededor de una impureza de
cobalto, que se colocó en uno de los focos de la elipse (ver Fig. 1.3 (a)). Luego, usaron
un STM para medir el espectro de enerǵıas de la impureza de cobalto y encontraron una
resonancia muy marcada, que correspond́ıa a la resonancia de Kondo. Posteriormente, re-
alizaron la misma medición en el foco vaćıo y, sorprendentemente, también ah́ı encontraron
una resonancia de Kondo. Por su carácter (análogo a un espejismo) se llamó a este efecto
espejismo cuántico. Las primeras interpretaciones del fenómeno sugeŕıan que, debido a la
geometŕıa de la elipse, las funciones de onda electrónicas que pasan por un foco deb́ıan nece-
sariamente pasar por el otro, generando aśı una imagen del fenómeno. Sin embargo, trabajos
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posteriores [47, 48, 49, 50, 51, 52], demostraron que esta idea semiclásica no era del todo
correcta. Cuánticamente, los estados electrónicos dentro de la elipse se discretizan debido al
confinamiento que introducen los átomos del borde. En el experimento de Manoharan et al.,
el corral está construido de tal forma que el nivel de Fermi de la superficie coincide con el
nivel del estado número 42 (en orden creciente de enerǵıa) de la elipse. Cuando la temper-
atura baja por debajo de TK , los estados de conducción apantallan el momento magnético
de la impureza, lo que se observa en el espectro STM como una antiresonancia de Fano muy
angosta cerca de la enerǵıa de Fermi. La separación t́ıpica de niveles que se acoplan aprecia-
blemente con la impureza es ∆ > TK por lo que, esencialmente sólo el estado 42 participa
de este apantallamiento. En un mapa bidimensional de la conductancia diferencial (espectro
de enerǵıas) en el nivel de Fermi, puede verse claramente la densidad del estado 42, en una
asombrosa y bella combinación de los efectos de confinamiento cuántico y del efecto Kondo.
Este estado tiene máximos de amplitud en los focos, lo que permite explicar el efecto del
“espejismo cuántico” (ver Fig. 1.3 (a)).

Figura 1.3: (a)Esquema del sistema estudiado por Manoharan et. al [46], que consta de un corral cuántico
con una impureza magnética en uno de sus focos. (b) Esquema de un punto cuántico semiconductor. La
región central es el área efectiva del punto cuántico. Se muestran también los contactos donde se aplican los
distintos potenciales. (c) Esquema de dos puntos cuánticos colocados en un anillo semiconductor [45].

Otro ejemplo en el que se han visto claros indicios de la f́ısica de Kondo, es en recientes
experimentos de transporte electrónico a través de las estructuras llamadas puntos cuánticos
( o “quantum dots” en ingés). Los puntos cuánticos semiconductores son pequeñas porciones
de semiconductor que pueden albergar un número reducido de electrones. Aprovechando el
desarrollo tecnológico en la fabricación de circuitos a pequeña escala, los puntos cuánticos
se construyen diseñando circuitos electrónicos que permiten aislar, mediante la aplicación
de potenciales eléctricos, los electrones en una región de un gas de electrones bidimensional
provenientes de un pozo cuántico o de una heterojuntura semiconductora. Además, también
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mediante la aplicación de potenciales, es posible cambiar el número de electrones en la región
del punto cuántico.

Debido al confinamiento inducido por los potenciales, los puntos cuánticos se comportan
en varios aspectos como átomos artificiales, pero tienen la ventaja de ser muy versátiles en
cuanto a la posibilidad de variar los parámetros que lo caracterizan (posición de los niveles de
enerǵıa, grado de acoplamiento, etc), a diferencia de los átomos reales. Si un número impar
n de electrones se encuentra confinado en el punto cuántico, su spin será necesariamente
distinto de cero y semi-entero. En forma efectiva, el punto cuántico puede comportarse
como una impureza magnética. El mar de electrones de conducción está conformado por los
electrones del gas bidimensional que quedan afuera del punto cuántico. Desde el punto de
vista de su descripción teórica, éste puede modelarse aproximadamente con el hamiltoniano
de Anderson, donde el parámetro εd puede variarse mediante un potencial de compuerta Vg,
la hibridización V mediante los potenciales de confiniamiento y U está representado por la
enerǵıa de carga capacitiva del punto cuántico EC = e2/C, donde C es la capacitancia del
punto cuántico. Gracias a esta enerǵıa de carga, es posible mantener un número estable de
electrones para pequeñas variaciones de Vg, lo que produce el llamado bloqueo de Coulomb:
la corriente a través del punto cuántico está fuertemente suprimida debido a que agregar o
quitar un electrón del punto cuántico cuesta una enerǵıa EC .

Diseñando circuitos apropiados, puede “obligarse” a los electrones a circular por el punto
cuántico, y midiendo la corriente que circula puede obtenerse información sobre éste.

Diversos experimentos [2, 3] han demostrado que el efecto Kondo produce un incremento
de la conductancia a través del punto cuántico cuando T < TK , en las regiones en que Vg
induce un número de electrones n impar. A pesar de que en las regiones en que n es par, la
conductancia disminuye al disminuir T debido a que desaparecen las fluctuaciones térmicas
[53], en las regiones con n impar, la conductancia aumenta. Esto se debe a la formación de
la resonancia de Kondo, centrada en EF , en el sitio del punto cuántico. La existencia de
un estado ligado virtual, al contrario de los experimentos de los años ’30 en impurezas en
metales, disminuye la resistencia, ya que la conductancia resulta proporcional a la densidad
de estados en el punto cuántico [2, 3].

1.3 Organización de esta tesis

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se expone un formalismo
conocido como desarrollo en 1/N , a partir del cual se obtienen diversas aproximaciones al
cálculo de propiedades termodinámicas y dinámicas del problema de la impureza. También
se exponen algunos resultados teóricos y comparaciones con experimentos termodinámicos en
los recientemente sintetizados compuestos de valencia intermedia Yb2M3Ga9, con M=Rh,Ir,
y con el compuesto Yb3Ni5Al19. En el caṕıtulo 3 se describe el método de bosones esclavos,
y se muestran resultados sobre la aplicación del método de al cálculo de la densidad local de
estados en corrales cuánticos. Finalmente, en los caṕıtulos 4 y 5 se presenta un estudio del
transporte a T = 0 a través de arreglos de puntos cuánticos interactuantes, para diferentes
configuraciones, haciendo énfasis en el transporte en el régimen de Kondo.



Caṕıtulo 2

Propiedades f́ısicas de compuestos
de valencia intermedia

2.1 Introducción

El término valencia intermedia apareció por primera vez en referencia a compuestos como
el (La1−xCax)Mn+3

1−xMn+4
x O3, investigado por Jonker y van Santen en 1950 [54], y como el

Fe3O4. En estos compuestos, las especies Mn+3 y Mn+4, y Fe+2 y Fe+3 están f́ısicamente
separadas, ocupando sitios distintos de la red periódica [55].

Los primeros estudios que revelaron deslocalización en los electrones 4f fueron experi-
mentos de presión en SmS. A presión atmosférica, el SmS es un semiconductor donde los
iones Sm+2 se encuentran en el multiplete 6F0. A una presión de 6.5 kbar, sufre una transi-
ción de primer orden a una fase metálica. Esto se explica teniendo en cuenta que los niveles
4f6 del Sm+2 se encuentran justo por debajo de la banda de conducción vaćıa 5p6s. Con
la aplicación de presión, las bandas se ensanchan debido a un incremento del solapamiento
de las funciones de onda, y el borde inferior de la banda de conducción 5p6s cruza el nivel
de los estados 4f6 del Sm+2, lo que origina que algunos electrones 4f ocupen la banda de
conducción. Mediciones del corrimiento Mösbauer sugieren que a esa presión, el Sm se en-
cuentra en una valencia intermedia entre +2 y +3, y que dicha valencia es la misma en todos
los sitios, a diferencia de los compuestos (La1−xCax)Mn+3

1−xMn+4
x O3 y Fe3O4, mencionados

anteriormente.
Posteriormente, este estado de valencia mixta o intermedia pudo ser identificado también

en otros compuestos, en condiciones normales de presión y temperatura, como en el SmB6,
CePd3, CeSn3, YbInAu, EuCu2Si2, etc. [56]. Las caracteŕısticas principales de estos com-
puestos son el comportamiento paramagnético (susceptibilidad de Pauli), que se mantiene
hasta muy baja temperatura, en contraste con muchas de las tierras raras, que presentan
orden magnético, y comportamiento lineal del calor espećıfico a baja temperatura, con altos
valores de χ(0) y de γ = C(T )/T

∣∣
T=0

, cientos de veces mayores que en un metal tradicional.
Estos resultados, y diversos experimentos de Haas-van Alphen sugieren fuertemente que el
estado fundamental de estos compuestos es un ĺıquido de Fermi.

Como se mencionó en la Introducción (Cap. 1), a partir de la conjetura de S. Doniach,
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se comenzó a analizar a estos compuestos como una versión concentrada de la impureza de
Kondo. Cualitativamente, los compuestos de valencia intermedia están lejos de la inestabili-
dad magnética dada por el punto J cK en el diagrama de Doniach, bien adentro en el régimen
paramagnético de ĺıquido de Fermi.

Para intentar explicar los datos experimentales, se han sugerido distintos modelos teóricos.
El modelo de impureza de Anderson posee un régimen de valencia intermedia cuando |εf −
EF | ' Γ. Uno espera un comportamiento cualitativamente similar para el modelo de An-
derson periódico sustituyendo Γ por el ancho efectivo de la banda de electrones f . Esto,
sumado al hecho de que ambos modelos tienen un estado fundamental (en algún régimen
de parámetros) que corresponde a un ĺıquido de Fermi, podŕıa explicar el relativo éxito que
ha tenido el modelo de impureza de Anderson para explicar datos experimentales de la ter-
modinámica, a pesar de que la naturaleza de ambos ĺıquidos de Fermi son cualitativamente
diferentes. Las diferencias se ponen en evidencia en, por ejemplo, las mediciones de trans-
porte, que muestran un comportamiento coherente de la resistividad a baja temperatura, que
va como ∼ T 2, mientras que en una impureza de Kondo la dispersión magnética genera un
mı́nimo en la resistividad.

Esta parte de la tesis es el resultado de una colaboración con f́ısicos experimentales del
Laboratorio Nacional de Los Alamos (EUA), iniciada para caracterizar compuestos de Yb
(yterbio) recientemente sintetizados. El trabajo se centró en el estudio de las propiedades
termodinámicas y dinámicas de los compuestos Yb2Rh3Ga9, Yb2Ir3Ga9 y Yb3Ni5Al19, dentro
del marco del modelo de impureza de Anderson. Esto se encuadra dentro de los intentos que
se realizan actualmente por alcanzar un mayor entendimiento en la fenomenoloǵıa de los
compuestos de valencia intermedia y de los fermiones pesados en general basados en tierras
raras.

El presente caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en las Secs. 2.2, 2.3 y 2.4 se
discute el marco teórico general y las aproximaciones utilizadas. En la Sec. 2.5 se muestran
los resultados del modelo y las comparaciones con los datos experimentales y finalmente, en
la Sec. 2.6 se expone un breve resumen y las conclusiones de este caṕıtulo.

2.2 El método del desarrollo en 1/N

Anderson en 1981 propuso utilizar la degeneración debida al momento angular N = 2J+1 en
los estados fundamentales de las tierras raras, para definir un parámetro 1/N con respecto al
cual realizar desarrollos perturbativos sistemáticos [57]. Este tipo de desarrollos se emplean
a menudo en f́ısica estad́ıstica y teoŕıa de campos. La utilidad de esto reside en el hecho
que aproximaciones de bajo orden en 1/N contienen los ingredientes básicos para describir
la f́ısica del efecto Kondo de la impureza. La idea básica detrás de esta aproximación es
que al tomar el ĺımite N →∞, cada término del hamiltoniano crece extensivamente con N .
En este ĺımite, las fluctuaciones cuánticas en las propiedades intensivas (por ej.: la densidad
electrónica) se vuelven cada vez más pequeñas, escaleando como 1/N .

Por otro lado, organizando las expansiones en términos de este parámetro puede verse
que los términos de interacción entre sitios son O(1/N) respecto de la interacción local. De
esta manera, puede proponerse un tratamiento sistemático de la red de Kondo en términos
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de este parámetro y partiendo de la f́ısica local.
Otra justificación para utilizar resultados de impureza en la interpretación de los com-

puestos concentrados, es la notable similitud en las propiedades de baja temperatura. De
alguna manera, esto indicaŕıa que los efectos de coherencia en los electrones f no son demasia-
do importantes, y que predominan los efectos locales. De todas formas, en el caso de tratarse
de un compuesto no magnético, la invariancia traslacional impone la restricción de que el
estado fundamental sea un ĺıquido de Fermi [58]. La solución de compromiso para explicar
el comportamiento local anteriormente señalado, es que por encima de cierta temperatura
que llamaremos Tcoh � TK , el sistema experimenta un crossover desde un ĺıquido de Fer-
mi coherente hacia un arreglo más o menos independiente de impurezas apantalladas. Esta
imagen se aplica con mucho éxito en la descripción de los llamados compuestos de valencia
intermedia, que estudiaremos en esta tesis. Más allá de estos argumentos cualitativos para
justificar el tratamiento de la red como una colección de impurezas debe reconocerse que,
en rigor, la f́ısica de los sistemas concentrados es aún un problema abierto y existen muchos
aspectos por resolver.

Comenzamos con una conveniente generalización del hamiltoniano de Anderson para el
caso degenerado

HA = Hband +Hf +Hmix, (2.1)

Hband =
∑
k,m

εk nk,m, (2.2)

Hf = εf,m
∑
m

nm + U
∑
m>m′

nmnm′ , (2.3)

Hmix = V
∑
k,m

c†k,mfm + H.c.. (2.4)

Los operadores de creación de electrones en la impureza y en la banda son, respectivamente,
f †m y c†k,m, donde m es la proyección del momento angular en la dirección z, o de manera
más general, un número cuántico que describe los estados que pertenecen a las distintas
representaciones irreducibles dadas por la simetŕıa del campo cristalino. Se supone resuelto
el problema de la impureza desacoplada de la banda de conducción, en la configuración f1,
con autoestados f †m|0〉 ≡ |f1,m〉. 1

El ı́ndice continuo k es el módulo del vector ~k. Los parámetros U y V son respectivamente
la repulsión coulombiana en el sitio de la impureza y la hibridización con los electrones de la
banda. En este hamiltoniano se ha hecho la suposición de que las enerǵıas εk son indepen-
dientes del número cuántico m. Este modelo es una extensión razonable del hamiltoniano
de impureza de Anderson con spin 1/2 para sistemas con degeneración orbital con interac-
ciones spin-órbita fuertes. Por ello, la hibridización entre electrones de la impureza y de la
banda ocurre dentro de un determinado subespacio con j definido, donde el autovalor de ~J2

es j(j + 1).

1Para simplificar la discusión presentamos el problema de en términos de electrones. Esto es directamente
aplicable al caso del Ce. Para el caso del Yb, los resultados son idénticos mediante una transformación
electrón-hueco.
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Dado que la enerǵıa de Coulomb U en estos compuestos es t́ıpicamente del orden de 6-7
eV, y la hibridización efectiva Γ = πρcV

2, donde ρc ≡ ρc(EF ) (la densidad de estados de
conducción por spin en el nivel de Fermi) [56], es del orden de 0.1 eV, es natural intentar
atacar el problema tratando las correlaciones exactamente y el término de hibridización en
forma perturbativa. Para mediciones de las propiedades del sistema realizadas a temperaturas
y/o enerǵıas bajas, el valor exacto de U no es importante. El análisis del hamiltoniano HA

se simplifica en el ĺımite U → ∞, ya que esta suposición elimina del espacio de Hilbert los
estados con ocupación mayor a 1 en la impureza. Entonces, se intenta resolver un problema
más simple, donde el hamiltoniano nuevo es HA sujeto a la condición∑

m

〈f †mfm〉 ≤ 1. (2.5)

El problema que trae esta condición es que los operadores f †m y fm ya no obedecen re-
glas de anticonmutación simples (por ejemplo, f †m′ |f

1;m〉 (con m′ 6= m) da cero (ya que la
doble ocupación esta prohibida) en vez de |f2;m,m′〉). Esto imposibilita la aplicación de
los métodos perturbativos diagramáticos de muchos cuerpos usuales, donde se hace extensi-
vo uso del teorema de Wick. Una posibilidad para solucionar este problema es incorporar
part́ıculas auxiliares, t́ıpicamente bosones, con la idea de reformular la manera en que se
trata matemáticamente el v́ınculo de la Ec. (2.5). Con esta reformulación del problema, los
estados posibles del sistema se representan como:

|f0〉 → e†|0〉,
|f1;m〉 → f̃ †m|0〉, (2.6)

donde el operador e† crea un bosón y f̃ †m crea un fermión con proyección m. En realidad,
usualmente se dice que éstas son pseudo-part́ıculas ya que deben obedecer el v́ınculo de la
Ec. (2.5), que se expresa como: ∑

m

f̃ †mf̃m + e†e = 1. (2.7)

Con esta representación, los operadores fermiónicos originales del hamiltoniano HA se expre-
san como

fm → e†f̃m,

f †m → f̃ †me. (2.8)

La ventaja de este método radica en el hecho fundamental de que el hamiltoniano HA conserva
el número total de pseudo-part́ıculas. Podemos poner esto más expĺıcitamente de la siguiente
manera: ∑

m

f̃ †mf̃m + e†e = Q = 1, (2.9)

donde Q es el operador de número total de pseudo-part́ıculas, que verifica [HA, Q] = 0. Cabe
señalar que esta representación es formalmente exacta y reproduce las mismas propiedades
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que el modelo original. La ventaja es que permite trabajar en una primera etapa como si no
existiera el v́ınculo, con lo cual se pueden utilizar las técnicas diagramáticas usuales (se tienen
operadores con relaciones de conmutación adecuadas) pero se obtiene una serie de estados
sin sentido f́ısico (todos aquellos donde Q 6= 1). Para eliminar éstos, en una etapa posterior
se debe proyectar sobre el subespacio con Q = 1.

Existen diversas formas de imponer el v́ınculo de la Ec. (2.9) y cada una genera un es-
quema de aproximación diferente. Uno de ellos, el método de bosones esclavos, incorpora
el v́ınculo de la Ec. (2.9) mediante un multiplicador de Lagrange en el hamiltoniano HA y
posteriormente se realiza una aproximación de punto de ensilladura (“saddle-point approxi-
mation”) utilizando integrales funcionales para integrar exactamente los grados de libertad
fermiónicos [33, 34, 35, 36]. Este método será explicado en detalle en el Caṕıtulo 3 de esta
tesis.

Otra forma de imponer el v́ınculo es utilizar proyectores sobre los subespacios f́ısicos del
problema [1, 59]. El v́ınculo en este caso es∑

m

|m〉〈m|+ |0〉〈0| = 1, (2.10)

y el hamiltoniano HA queda expresado como

HA = Hband +Hf +Hmix, (2.11)

Hband =
∑
k,m

εk nk,m, (2.12)

Hf =
∑
m

εf,m|m〉〈m|, (2.13)

Hmix =
∑
k,m

Vk,m

(
c†k,m|0〉〈m|+ H.c.

)
, (2.14)

donde se adoptó la notación |m〉 ≡ |f1;m〉 y |0〉 ≡ |f0〉.
Vamos a concentrarnos en calcular la función de partición del problema [56]

Z = TrfTrband{e−βHA},

=
1

2πi

∫
C
e−βzTrfTrband

{ 1
z −HA

}
dz, (2.15)

donde el contorno en el plano complejo C abarca todas las singularidades del operador resol-
vente (z−HA)−1, y donde el śımbolo Tri denota la traza sobre todos los estados de la banda
(i = band) o de la impureza (i = f). Para desarrollar una teoŕıa perturbativa en el término
Hmix, conviene definir

Zf ≡ Z/Zband, (2.16)

donde Zband es la función de partición de la banda de conducción no interactuante. Luego,
expresando Trband{...} =

∑
Nband〈N band|...|N band〉 y redefiniendo z → z + EbandN en cada

término de la traza sobre los estados de la banda, tenemos

Zf =
1

2πi

∫
C
e−βzTrf

∑
Nband

e−βE
band
N

Zband

〈
N band

∣∣∣ 1
z −HA

∣∣∣N band
〉
dz. (2.17)
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A continuación, usamos la identidad [56]

1
z −H

=
1

z −H0

∞∑
n=0

[
HI

1
z −H0

]n
, (2.18)

donde H puede escribirse como H = H0 + HI . En nuestro caso, H0 = Hf + Hband y
HI = Hmix. La identidad en la Ec. (2.18) recuerda a la ecuación de Dyson. Se puede
intentar establecer una serie perturbativa por la forma particularmente simple que tiene la
interacción en el término Hmix. Puede verse que el valor medio entre los estados de banda
en la Ec. (2.17) puede escribirse como

∑
Nband

e−βE
band
N

Zband

〈
N band

∣∣∣ 1
z −HA

∣∣∣N band
〉

= G0(z)|0〉〈0|+
∑
m

Gm(z)|m〉〈m|, (2.19)

donde G0(z) y Gm(z) son funciones en el plano complejo. Para ver esto más claramente, se
introduce la notación gráfica de la Fig. 2.1, donde G(0)

k,m es el propagador de un electrón de la

G
(0)
k,m = f k,mfaff
G

(0)
0 = ggagg

G(0)
m = h mhahh

Figura 2.1: Representación diagramática de los propagadores libres.

banda de conducción con impulso k y proyección m , G(0)
0 es el propagador libre del estado

vaćıo y finalmente G(0)
m es el propagador libre de un orbital f ocupado con un electrón de

proyección m. En esta notación, el vértice de la interacción se esquematiza en la Fig. 2.2 El

k,m

EmHga
Figura 2.2: Vértice de la interacción Hmix.

diagrama de la Fig. 2.2 representa un electrón que inicialmente se encuentra en el estado |m〉
y salta al estado |k,m〉 de la banda de conducción, dejando a la impureza en el estado vaćıo
|0〉. Los posibles diagramas que se pueden formar conservan el número cuántico m, como
puede verse en los siguientes diagramas de la Fig. 2.3. Esto es aśı debido a que los valores
medios 〈N band|Hn

mix|N band〉 dan contribuciones no nulas sólo para transiciones que conservan
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(a) mhahg
k,m

Laghahm

(b) gaghm

k,m

�ahgag

Figura 2.3: Representación diagramática de los términos de segundo orden en la interacción Hmix.

el numero m. Volviendo a la Ec. (2.19), escribimos [1, 59]

G0 =
1

z − Σ0(z)
, (2.20)

Gm =
1

z − εfm − Σm(z)
, (2.21)

donde las funciones Σ0 y Σm pueden ser interpretadas como “autoenerǵıas” para los estados
vaćıo y ocupado respectivamente, y de ahora en más nos referiremos a G0 y Gm simplemente
como los propagadores del estado vaćıo y ocupado. La introducción de estos propagadores es
útil dado que tienen representaciones diagramáticas sencillas. En términos de estas funciones
que acabamos de definir, podemos expresar la función de partición como [1, 59]

Zf =
∫ ∞
−∞

dωe−βω

(
ρ0(ω) +

∑
m

ρm(ω)

)
(2.22)

donde

ρ0(ω) = − 1
π

ImG0(ω), (2.23)

ρm(ω) = − 1
π

ImGm(ω), (2.24)

pueden ser interpretadas como las “densidades espectrales” para los estados vaćıo y ocupado.
Sin embargo, es importante aclarar que estas cantidades no son las densidades espectrales de
funciones de correlación dinámicas, y por lo tanto, no tienen sentido f́ısico. Más allá de esto,
sin embargo, permiten establecer una imagen de las propiedades termodinámicas del modelo
de Anderson basada en configuraciones efectivas del orbital f , donde los grados de libertad
de los electrones de conducción han sido promediados. Este método admite la aplicación de
reglas de Feynman para evaluar diagramas perturbativos. Por ejemplo, para el diagrama de
segundo orden de la Fig. 2.3(b), la autoenerǵıa a T = 0 se calcula como [56, 1, 59]

Σ(2)
0 (z) =

∑
k,m

V 2
m

nF (εk)
z + εk − εf,m

,

=
∑
m

V 2
mρc ln

(
εf,m − z

D

)
, (2.25)
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donde se ha supuesto una banda de conducción “chata”, con densidad de estados ρc y semian-
cho D, y donde nF (ω) es la función de Fermi . Dadas las escalas t́ıpicas de enerǵıa del prob-
lema, la teoŕıa más simple y obvia es tratar a la hibridización Vm como el parámetro pequeño
de una expansión perturbativa. Para lograr descripciones razonables de las propiedades ter-
modinámicas es necesario sin embargo hacer sumas de orden infinito en este parámetro [1, 59].
En lugar de hacer un desarrollo perturbativo en Vm, es útil hacer un desarrollo en potencias
de 1/N , donde N es la degeneración del del estado fundamental del orbital f . Nótese que
en el propagador del estado vaćıo de la Fig. 2.3(b), pueden insertarse N loops diferentes, o
sea, cada uno correspondiente a los distintos números cuánticos m. Esto simplemente refleja
la degeneración del orbital f . Para el propagador del estado ocupado m (Fig. 2.3(a)), sin
embargo, sólo un loop correspondiente al estado vaćıo puede ser insertado. Como ya dijimos,
esto es aśı debido a que un electrón con momento angular m sólo puede saltar a la banda de
conducción con la misma proyección. Para obtener un ĺımite bien definido en el desarrollo en
1/N , se debe considerar al producto NV 2

m como O(1) (orden 1) [1, 59, 56]. En consecuencia,
el diagrama de la Fig. 2.3(a) es de orden O(1/N), mientras que el diagrama de la Fig. 2.3(b)
es O(1). De esta manera, los distintos desarrollos de los propagadores pueden ser clasificados
en distintos órdenes de 1/N de manera sistemática. Sin embargo, este desarrollo tampoco
provee propiedades uniformes en frecuencia como veremos más adelante, y para subsanar el
problema es necesario realizar sumas de orden infinito.

Para hacer expĺıcito el orden en 1/N en la expansión diagramática, en lo sucesivo se
supondrá el reescaleo Vm → Vm/

√
N en el término Hmix de la Ec. (2.14).

2.3 La aproximación autoconsistente NCA (“Non Crossing
Approximation”)

La suma de orden infinito más simple se basa en la siguiente aproximación para las autoen-
erǵıas de los propagadores vaćıo y ocupados [1, 59, 60]

Σ0(z) =
∑
k,m

V 2
k,mnF (εk)Gm(z + εk), (2.26)

Σm(z) =
∑
k

V 2
k,m(1− nF (εk))G0(z − εk). (2.27)

Estas ecuaciones junto con las Ecs. (2.20) y (2.21) forman un sistema de ecuaciones integrales
no lineales acopladas, que se resuelve autoconsistentemente. Una representación gráfica de la
aproximación se muestra en la Fig. 2.4. Básicamente, la aproximación surge de reemplazar
los propagadores libres o “desnudos” G(0)

0 = gag y G(0)
m = hah en los loops internos de las

figuras 2.3(a) y 2.3(b), por los propagadores “vestidos” de la Fig. 2.5. Esta aproximación
en los propagadores G0 y Gm se conoce como NCA (“Non Crossing Approximation”) y su
nombre se debe a que en el cálculo sólo se consideran los diagramas cuyas ĺıneas de electrones
de conducción no se cruzan, es decir, se excluyen los diagramas O(1/N)2 y de orden superior,
como el que se muestra en la Fig. 2.6. En principio, éstos pueden tenerse en cuenta formal-
mente mediante correcciones de vértice, pero resulta una buena aproximación despreciarlos
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Σ0(z) = ham
k,m

�hhh
Gm(z) (2.28)

Σm(z) = ga
k,m

�ggg
G0(z) (2.29)

Figura 2.4: Autoenerǵıas en la aproximación NCA.

G0(z) = Gg = G+gaghm

k,m

�ahgag + ...

Gm(z) = Hh = H+hahg
k,m

Laghah + ...

Figura 2.5: Propagadores vestidos.

Figura 2.6: Diagrama con ĺıneas de electrones de conducción que se cruzan (“crossing diagram”).

en un desarrollo para N → ∞ [56, 1, 59]. La NCA permite calcular propiedades dinámicas
y termodinámicas en función de la temperatura, con excelentes resultados, comparables con
los obtenidos mediante Bethe-Ansatz [1, 59].

Las incógnitas que deben resolverse en el sistema de ecuaciones planteado en la NCA son
las densidades ρm(ω, T ) y ρ0(ω, T ). Una vez que el sistema de ecuaciones converge, a una
cierta temperatura T , pueden hallarse las propiedades dinámicas y termodinámicas a partir
de estas densidades, como se muestra brevemente a continuación.

2.3.1 Cálculo de propiedades f́ısicas mediante la NCA

Densidad de estados f

La densidad de estados en la impureza, que llamaremos ρfm(ω), se calcula formalmente como

ρfm(ω) = − 1
π

ImGff,m(ω + i0+), (2.30)
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donde

Gff,m(ω + i0+) =
∫ ∞
−∞

dt ei(ω+i0+)t
[
−iΘ(t)

〈
{Fm(t), F †m(0)}

〉]
, (2.31)

es la transformada de Fourier de la función de Green retardada de la impureza. El operador
Fm ≡ |0〉〈m| es el equivalente al operador de destrucción fermiónico fm, en el subespacio
reducido del problema. Es esta función de Green aśı definida la que tiene sentido f́ısico, ya
que por definición, indica la creación de un electrón f (creación del estado |m〉 y destrucción
simultánea del vaćıo |0〉) a tiempo t = 0 y posterior remoción de la misma part́ıcula a un
tiempo posterior t. Los śımbolos 〈...〉 deben ser entendidos como promedios sobre el ensamble
gran canónico. Alternativamente, la función de Green retardada puede ser calculada mediante
continuación anaĺıtica de la función de correlación de Matsubara

Gff,m(iωn) =
∫ β

0
dτ eiωnτ

[
−Tτ

〈
Fm(τ)F †m(0)

〉]
dτ, (2.32)

donde iωn = [2πi(n + 1/2)]/β es una frecuencia fermiónica de Matsubara [61, 62, 63]. Las
reglas para computar Gff,m(iωn) a un cierto orden perturbativo en V/

√
N se encuentran en

la Ref. [1]. El diagrama que representa a Gff,m(iωn) en ausencia de hibridización se indica
en la Fig. 2.7. Puede observarse que el propagador G(0)

ff,m(iωn) involucra ambas funciones

G
(0)
m y G

(0)
0 , ya que el operador F †m representa la creación de un electrón en el estado |m〉,

mientras que Fm deja al sistema en el estado vaćıo |0〉. El procedimiento más simple para

G
(0)
ff,m(iωn) =

F †m

pha
G

(0)
m (iωn)

hp
Fm

ga
G

(0)
0

g

Figura 2.7: Representación diagramática deGff,m en ausencia del términoHmix. Los vértices (representados
con ćırculos) simbolizan a los operadores F †m (Fm), por donde ingresa (sale) un electrón de proyección m y
frecuencia iωn.

incorporar los efectos del término Hmix, consistente con la aproximación NCA, es reemplazar
los propagadores G(0)

0 y G
(0)
m por los propagadores “vestidos” de la Fig.2.5 [1, 59]. De esta

manera, en la aproximación NCA, la función de Green de la impureza f se calcula como

Gff,m(iωn) =
1
Zf

∫
C

dz

2πi
e−βzG0(z)Gm(z + iωn), (2.33)

donde el contorno C abarca todas las singularidades del integrando. Introduciendo la repre-
sentación espectral [64]

G(z) = −π
∫ ∞
−∞

ρ(ε)
ε− z

, (2.34)

obtenemos

Gff,m(iωn) =
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βε [ρ0(ε)Gm(ε+ iωn)−G0(ε− iωn)ρm(ε)] , (2.35)
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y finalmente, continuando anaĺıticamente iωn → ω + i0+, obtenemos [1, 59]

ρfm(ω) = − 1
π

Im Gff,m(ω + i0+),

ρfm(ω) =
(1 + e−βω)

Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)ρm(ω + ε). (2.36)

Esta expresión para la densidad de estados f es una convolución de las densidades espectrales
ρ0 y ρm. Esto es razonable, ya que ρfm mide el peso de las transiciones entre estas dos
configuraciones. A temperaturas bajas, la densidad ρfm tiene dos caracteŕısticas dominantes:
una resonancia centrada cerca de εfm, y otra mucho más angosta, centrada a una enerǵıa
positiva T0 con respecto al nivel de Fermi. La escala de enerǵıa T0 está estrechamente
relacionada con TK y la llamaremos enerǵıa de estabilización del singlete dado que es la
enerǵıa ganada por el sistema por formar un singlete de muchos cuerpos.

F́ısicamente, la resonancia centrada en εfm aparece por los efectos de vida media intro-
ducidos por la hibridización entre el nivel f y los electrones de la banda de conducción (ver
Introducción). Cuando un electrón f es removido, los electrones en la banda de conducción
rápidamente llenan de nuevo el nivel localizado a un ritmo que se puede calcular con la regla
de oro de Fermi τ−1

m = 2πρcNV 2
m/~. Este es esencialmente el ancho de la primera resonancia.

Sin embargo, una interpretación similar no puede ser aplicada a la resonancia cerca del nivel
de Fermi. Esta aparece como consecuencia de que existe una pequeña proporción del estado
|0〉 en la función de onda fundamental del sistema [1]. Son las transiciones entre la pequeña
componente de la configuración |0〉 y los estados |m〉 las que generan esta resonancia, que
llamaremos resonancia de Kondo. Al aumentar la temperatura del sistema por encima de
T0, el peso de otras transiciones se hace comparable al peso de esta resonancia, y la misma
desaparece.

Valencia nf

Una propiedad directamente relacionada con la densidad de estados es la ocupación del nivel
f o sea, la valencia de la impureza. Ésta está dada por [1, 59]

nf (T ) =
∑
m

〈F †mFm〉,

=
∑
m

Gff,m(τ = 0),

=
∑
m

1
β

∑
n

eiωn0+
Gff,m(iωn),

=
∑
m

∫ ∞
−∞

dε nF (ε)ρfm(ε), (2.37)

donde para llegar a la última ĺınea se realizó una suma de Matsubara (ver Sec. 3.2). Para el
caso isotrópico se verifica

nf (T ) = N

∫ ∞
−∞

dε nF (ε)ρfm(ε), (2.38)
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donde por simetŕıa ρfm(ε) es igual para cualquier m. Como se muestra en la Ec.(A.7) del
Apéndice A.1

nf (T ) =
1
Zf

∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε). (2.39)

Susceptibilidad magnética dinámica y estática

El cálculo de esta propiedad es de central importancia para tratar de describir experimentos
en los que se miden grados de libertad magnéticos. Para su cálculo es conveniente definir la
función de correlación

Mf (t) = −iΘ(t)〈
[
M̂(t), M̂(0)

]
〉, (2.40)

donde M̂ ≡ gµB
∑

mm|m〉〈m|, es la representación de gµBJz para el caso en que hay simetŕıa
de rotación 2, g es el factor de Landé y µB es el magnetón de Bohr. Al igual que antes, se
calcula la función de correlación de Matsubara

Mf (iνn) =
∫ β

0
dτ eiνn

[
−〈M̂(τ), M̂(0)〉

]
, (2.41)

donde iνn = 2πin/β es una frecuencia bosónica de Matsubara [61, 62, 63]. Continuando
anaĺıticamente a frecuencias reales, se obtiene la susceptibilidad dinámica

χ(ω) = 1
π ImMf (ω + i0+) (2.42)

Las reglas para evaluar la función Mf (iνn) están en la Ref. [1]. Nuevamente, “vistiendo” los
propagadores de manera de mantener la consistencia de la NCA, se obtiene

Mf (iνn) '
µ2
j

3
1
Zf

∑
m

∫
C
dz e−βzGm(z + iνn)Gm(z), (2.43)

=
µ2
j

3
1
Zf

∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε) [Gm(ε+ iνm) +Gm(ε− iνm)] , (2.44)

donde se definió µ2
j ≡ (gµB)2j(j + 1). Usando la Ec. (2.42) se obtiene finalmente [1, 59]

χ(ω) = −
µ2
j

3π
1
Zf

∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε) [ρm(ε+ ω)− ρm(ε− ω)] . (2.45)

Estas expresiones serán de utilidad más adelante para la comparación con resultados experi-
mentales.

2En el caso más general en que no es posible despreciar los efectos del campo cristalino, el operador se
escribe (en la base que diagonaliza el campo cristalino) como M̂ =

∑
m,m′ µm,m′ |m〉〈m

′|, donde µm,m′ =

gµB〈m|Jz|m′〉
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2.4 Soluciones aproximadas de la NCA

2.4.1 Formalismo variacional

Como se ha visto en la sección anterior, el formalismo de la NCA requiere el cálculo autocon-
sistente de las densidades espectrales ρ0(ω) y ρm(ω). Esto resulta un poco engorroso desde
el punto de vista técnico de la implementación del método. Además, a pesar de dar muy
buenos resultados a alta temperatura, produce resultados no anaĺıticos en algunas propiedades
dinámicas a bajas temperaturas, y no satisface relaciones exactas para un ĺıquido de Fermi
a T = 0 [1, 65, 66]. Con el objeto de evitar estos resultados no anaĺıticos, vamos a exponer
una aproximación a la NCA, que parte de un formalismo variacional, válido estrictamente a
T = 0.

Como se mencionó en la Introducción (Caṕıtulo 1) de esta tesis, el método variacional
se postuló para el modelo de Kondo en 1966 por Yosida [20]. Varma y Yafet propusieron
en 1976 [21] una función de onda tipo singlete para el modelo de Anderson con S = 1/2,
que contiene los ingredientes básicos de la f́ısica de la Kondo y de valencia intermedia a
T = 0. Posteriormente, Gunnarson y Schönhammer, en 1983 presentaron una extensión
del tratamiento variacional para el hamiltoniano de Anderson degenerado, estableciendo una
expansión en términos del parámetro 1/N [67]. Los resultados de este método son exactos
en el ĺımite N → ∞ [67, 68], lo que es satisfactorio desde el punto de vista teórico, ya que
tiene el mismo ĺımite de validez que la NCA.

Como se mencionó en la Introducción, desde el punto de vista del Grupo de Renormal-
ización, a medida que la temperatura alcanza el ĺımite T → 0, la constante de intercambio
J̃K aumenta indefinidamente, “fluyendo” hacia el punto fijo estable J̃K → ∞ a T = 0. En
estas circunstancias, el estado fundamental del sistema es un singlete formado por el spin de
la impureza y los electrones de conducción. Por esta razón, la descripción del estado funda-
mental del sistema mediante el método variacional es sólo factible si la función de onda tiene
S = 0. La función que se propuso es [21, 67]

|Ψg〉 = A|0̃〉+
∑
k,m

bk,m|k,m〉, (2.46)

donde aqúı |0̃〉 = |0〉 ⊗ |FS〉, representa el orbital f vaćıo (o, mediante una transformación
electrón-hueco, el orbital f completamente lleno) más el mar de Fermi |FS〉. El estado
|k,m〉 = f †mck,m|0̃〉, representa un estado con un electrón (o un hueco) con proyección m en el
orbital f y un hueco (electrón) con la misma simet́ıa e impulso k en la banda de conducción.
Los parámetros variacionales son los coeficiente A y bk,m. Para hallarlos, debe resolverse la
ecuación [67, 69]

HA|Ψg〉 = Eg|Ψg〉, (2.47)

que surge de encontrar el mı́nimo variacional de la funcional δE[Ψg] = 0, donde

Eg[Ψg] =
〈Ψg|HA|Ψg〉
〈Ψg|Ψg〉

. (2.48)
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Evaluando la Ec.(2.47) miembro a miembro se obtiene

HA|Ψg〉 =

AEF +
∑
k,m

V ∗k,m√
N
bk,m

 |0̃〉+

∑
k,m

A
Vk,m√
N

+ bk,m (EF − εk + εf,m)

 |k,m〉
(2.49)

Eg|Ψg〉 = EgA|0̃〉+ Eg
∑
k,m

bk,m|k,m〉, (2.50)

donde en adelante se supondrá EF = 0. De estas expresiones, igualando coeficientes, surge
una ecuación para la enerǵıa del estado fundamental Eg (ver Apéndice A.3)

Eg =
∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ εf,m − Eg
D + εf,m − Eg

∣∣∣∣, (2.51)

donde Γm = πV 2
mρc. Para mayor simplicidad en las ecuaciones y en la discusión posterior, se

definen las cantidades T0 ≡ εf,1−Eg, la diferencia entre el nivel de impureza más bajo εf,1 ≡
min{εf,m} y el estado fundamental del sistema; y las enerǵıas de excitación ∆m ≡ εf,m− εf,1.
La cantidad T0 es la enerǵıa de estabilización del singlete de muchos cuerpos respecto de la
enerǵıa del mar de Fermi lleno y un electrón en el nivel εf,1. Esta es una escala de enerǵıa
directamente relacionada con la temperatura de Kondo aunque, como veremos más adelante,
T0 y TK no son exactamente iguales. Reescribiendo la ecuación anterior en términos de estas
nuevas variables, se tiene

T0 = εf,1 −
∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ T0 + ∆m

D + T0 + ∆m

∣∣∣∣. (2.52)

En general, esta ecuación tiene 3 soluciones, como puede verse esquemáticamente en la Fig.
2.8, para el caso en que no hay campo cristalino. El segundo término de la Ec. 2.52 corre-
sponde en la figura a la curva con un máximo pronunciado cerca de T0 = 0. La enerǵıa del
estado fundamental es la más baja de las tres, y en particular, por las definiciones que hemos
utilizado, el estado fundamental verifica T0 > 0. En general, el nivel de la impureza está a
una enerǵıa muy por debajo del nivel de Fermi, por lo que εf,1 � 0. Además, el logaritmo en
el segundo miembro de la Ec. (2.52) es una cantidad negativa, ya que el término dominante
en su argumento es el semiancho de la banda de conducción D.

Para entender más intuitivamente la fórmula de la Ec. (2.52), analizamos el ĺımite de
Kondo en el caso isotrópico (campo cristalino nulo) donde se tiene Γm = Γ y ∆m = 0.
Aproximando para T0 � D, |εf,1| eventualmente se tiene

εf,1 ' NΓ
π

ln
∣∣∣∣T0

D

∣∣∣∣. (2.53)

Explicitando el signo de εf,1 = −|εf,1| y despejando T0 en la expresión anterior, se obtiene la
expresión [56, 67]

T0 ' D exp
(
−
π|εf,1|
NΓ

)
, (2.54)

que reproduce correctamente la dependencia exponencial de la temperatura de Kondo con
los parámetros del problema.
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Figura 2.8: Representación esquemática de la ecuación 2.52. El campo cristalino es nulo en este caso para
simplificar la discusión.

2.4.2 Cálculo de propiedades a T = 0

Valencia n0
f

Una vez que se ha hallado el valor de T0 que satisface la Ec. (2.52), y por consiguiente, se ha
hallado la función de onda |Ψg〉 se pueden calcular diversas propiedades del sistema a T = 0,
como por ejemplo, la ocupación del orbital f , nf (T = 0) ≡ n0

f . La ocupación del nivel εfm
es (Ver Apéndice A.3) [66]

n0
fm =

(1− n0
f )Γm
π

(
1

T0 + ∆m
− 1
D + T0 + ∆m

)
. (2.55)

donde

n0
f =

∑
m

n0
fm,

= 1− 1

1 +
∑

m
Γm
π

(
1

T0+∆m
− 1

D+T0+∆m

) . (2.56)

es la ocupación total del nivel f . Nuevamente, para entender un poco mejor la dependencia
de la ocupación del orbital f , nos referimos al caso isotrópico y en el ĺımite en que D � T0.
Bajo estas condiciones

n0
f =

NΓ
πT0 +NΓ

, (2.57)

y vemos que esta expresión verifica ĺımites razonables, ya que para T0 � NΓ, n0
f → 1, lo

cual es correcto ya que en el ĺımite de Kondo, cuando el nivel f está muy por debajo de la
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superficie de Fermi y los acoplamientos son muy pequeños, la ocupación de la impureza es
prácticamente 1, obteniéndose un momento magnético localizado. Por el contrario, cuando
T0 ∼ NΓ (régimen de valencia intermedia), la ocupación del nivel f es menor debido a las
fuertes fluctuaciones de la carga.

Susceptibilidad magnética

Otra cantidad que es de interés para la comparación con los experimentos y que será de
utilidad más adelante es la susceptibilidad magnética estática a T = 0, que puede obtenerse
a partir de la fórmula [9, 14]

χ0 = −∂
2Eg
∂B2

∣∣∣
B=0

. (2.58)

Para poder utilizar esta fórmula, es necesario suponer que existe un puequeño campo magnético
~B aplicado, acoplado al momento angular de la impureza, ~J . Esto se logra incluyendo en el
hamiltoniano HA de la Ec. (2.11) el término

HB = −gµB ~J. ~B. (2.59)

Al aplicar un campo magnético pequeño, los niveles de la impureza se modifican. Un cálculo
perturbativo a segundo orden en B permite calcular las enerǵıas corregidas como

εfm(B) = ε0fm + gµBB 〈m|Jα|m〉+
∑
m′ 6=m

(gµBB)2 |〈m|Jα|m′〉|2

∆m −∆m′
, (2.60)

donde las enerǵıas no perturbadas han sido indicadas como ε0fm y donde α es la dirección
en la que se aplica el campo ~B. Utilizando la expresión de Eg en la Ec. (2.51) y derivando
impĺıcitamente, se obtiene para la susceptibilidad a T = 0 [66, 70]

χ0 = (gµB)2
∑
m

(
nf,m

|〈m|Jα|m〉|2

∆m + T0
+ 2

∑
m′

|〈m|Jα|m′〉|2

∆m −∆m′

)
, (2.61)

donde se ha diagonalizado la perturbación de la Ec. (2.59) en los espacios degenerados y por
ello la suma sobre m′ excluye a estados con la misma enerǵıa. Esta expresión es la misma
que se muestra en la Ref. [66], y en ella se ha despreciado la dependencia de los parámetros
Γm con respecto al campo magnético.

A continuación mostramos una extensión al cálculo de Γm para incluir los efectos del
campo magnético. Intuitivamente, se puede observar que dicha dependencia debe existir
dado que los propios orbitales atómicos |m〉 se modifican con el campo B. Por tal razón,
nuestra discusión parte de la fórmula de perturbaciones para los estados |m〉 (ver Ref. [71])

|m̃(B)〉 = |m〉 −
∑
m′

〈m′|Vα|m〉
∆m′ −∆m

|m′〉+
∑
m′,m′′

〈m′|Vα|m′′〉〈m′′|Vα|m′〉
(∆m′ −∆m)(∆m′′ −∆m)

|m′〉 −

−
∑
m′

〈m′|Vα|m〉〈m|Vα|m′〉
(∆m′ −∆m)2

|m′〉 − 1
2

∑
m′

|〈m′|Vα|m〉|2

(∆m′ −∆m)2
|m〉, (2.62)
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donde nuevamente la perturbación sobre subespacios degenerados ha sido diagonalizada. Este
procedimiento permite encontrar una nueva base completa y ortogonal de estados {|m̃(B)〉}
que contienen los efectos del campo magnético. Suponemos que la banda de conducción
no se modifica por el campo B y por lo tanto, los estados ck,m|FS〉 (cuya enerǵıa εk es
independiente de m) pueden ser reescritos en una nueva base, consistente con la simetŕıa de
los estados perturbados |m̃(B)〉. Esto se logra mediante el procedimiento de proyección

c†k,m̃ =
1
N

(∑
m′

Vm′√
N
c†k,m′〈m

′|

)
|m̃〉,

ck,m̃ =
1
N
〈m̃|

(∑
m′

V ∗m′√
N
ck,m′ |m′〉

)
, (2.63)

donde el término entre paréntesis es la componente k del hamiltoniano Hmix de la Ec. (2.11),
y donde N es la normalización. Esto define una nueva base completa y ortonormal para los
electrones de conducción. Ahora simplemente se proyecta el hamiltoniano Hmix de la Ec.
(2.14) en esta nueva base

Hmix =
∑
k,m

Vk,m√
N
c†k,m|0〉〈m|+ H.c.

=
∑
k

(∑
m

Vk,m√
N
c†k,m|0〉〈m|

)(∑
m̃

|m̃〉〈m̃|

)
+ H.c.,

=
∑
k,m̃

N c†k,m|0〉〈m̃|+ H.c., (2.64)

donde se ha insertado la identidad 1 =
∑

m̃ |m̃〉〈m̃| y se ha utilizado la definición de la Ec.
(2.63). Si se define un nuevo elemento de matriz

Vm̃/
√
N ≡ N , (2.65)

la expresión final de Hmix en términos de los estados corregidos tiene la misma forma que en
la Ec. (2.11). Recordando la definición del parámetro Γm = πρcV

2
m, podemos definir

Γ̃m̃ = πρcV
2
m̃,

= πρcNN 2,

= πρc
∑
m

V 2
m

∣∣〈m|m̃〉∣∣2, (2.66)

donde para llegar a la última expresión se utilizó {ck,m, c†k′,m′} = δm,m′δk,k′ y la definición de
la Ec. (2.63). Una propiedad que verifican los nuevos Γ̃m̃ es∑

m̃

Γ̃m̃ =
∑
m

Γm, (2.67)
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como se puede ver de la Ec. (2.66) y recordando que los estados |m̃〉 y |m̃〉 forman una base
completa. Desarrollando la expresión final de la Ec. (2.66) a orden B2 se tiene,

|〈m|m̃〉|2 ' δm,m′ − (gµBB)2
∑
m6=m′

|〈m|Jα|m′〉|2

(∆m −∆m′)2
, (2.68)

donde la suma no incluyen ningún estado degenerado con |m〉. De esta forma, la expresión
de Γ̃m̃ de la Ec. (2.66) a segundo orden es

Γ̃m̃ ' Γm + (gµBB)2
∑
m6=m′

Γ′m − Γm
(∆m −∆m′)2

|〈m|Jα|m′〉|2. (2.69)

Reemplazando esta expresión en la Ec. (2.58), se obtiene la siguiente expresión de la suscep-
tibilidad a T = 0

χ0 = (gµB)2
∑
m

[
nf,m

|〈m|Jα|m〉|2

∆m + T0
+ 2

∑
m′

|〈m|Jα|m′〉|2

∆m −∆m′
+

+
T0 + ∆m

(∆m −∆m′)2
ln
(
T0 + ∆m

T0 + ∆m′

)]
, (2.70)

Densidad ρf

Exponemos a continuación el cálculo de la densidad espectral de estados f a T = 0 dentro del
formalismo variacional de Gunnarson y Schönhammer [67, 68]. Éste método ha sido exitoso
para analizar y estudiar una variada gama de experimentos de espectroscoṕıa electrónica,
tales como experimentos de fotoemisión de electrones de valencia (“Valence Photoemission
Spectroscopy”) o espectros de efecto fotoeléctrico PES (“Photoelectric Spectrum”), que per-
miten medir la densidad de estados f ocupados, como aśı también experimentos de BIS
(“Bremsstrahlung Isochromat Spectroscopy”), que permiten acceder a la densidad de estados
f desocupados por encima del nivel de Fermi. Por otro lado, el cálculo de la densidad espec-
tral cerca del nivel de Fermi es de interés en la f́ısica de los fermiones pesados, ya que permite
estimar, por ejemplo, el valor de la constante de calor espećıfico γ = C/T |T=0, que se utiliza
para caracterizarlos, como se mencionó en la Introducción (Cap. 1).

Comenzamos definiendo las funciones G<ff,m(z) y G>ff,m(z), los propagadores de un elec-
trón fm, para enerǵıas menores y mayores que el nivel de Fermi respectivamente, de tal
manera que

Gff,m(z) = G<ff,m(z) +G>ff,m(z). (2.71)

Estas funciones surgen naturalmente al estudiar experimentos de fotoemisión. En la fo-
toemisión de electrones de valencia, se hace incidir un fotón muy energético sobre la muestra,
lo que induce una transición del sistema desde su estado fundamental |ψg(Ne)〉 (con Ne elec-
trones) a un estado |ψn(Ne−1)〉⊗|~k〉, donde un electrón absorbe sufiente enerǵıa para escapar
del sólido hacia un estado de “scattering” |~k〉 y es emitido fuera del sistema, quedando éste en
un estado excitado de Ne− 1 electrones. En la aproximación súbita se supone que el electrón
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emitido no interactúa con los Ne−1 restantes, algo razonable dado que la enerǵıa cinética de
los electrones emitidos está t́ıpicamente en el rango de los 50 -1000 eV [56]. Usando la regla
de oro de Fermi, se puede calcular la corriente de electrones emitidos a la enerǵıa ε como

P (ε) ∝ −
∑
~k,n

∣∣∣〈~k|Dα|m〉
∣∣∣2δ(ε− ε~k)ImG<ff,m(ε− ~ω + i0+)

π
, (2.72)

donde ~ω es la frecuencia del fotón absorbido, Dα es el operador dipolo eléctrico, con el
campo eléctrico en la dirección α, y

G<ff,m(z) = 〈Ψg|F †mR(z)Fm|Ψg〉, (2.73)

R(z) =
1

z − Eg +HA
. (2.74)

donde el operador Fm = |0〉〈m| se definió en la Sec. 2.3.1 y R(z) es el operador resolvente
utilizado anteriormente en la Ec. (2.15). Cualitativamente, el propagador G<ff,m(z) mide la
amplitud de probabilidad de destruir una part́ıcula del estado |m〉 de la impureza y luego
crearla en el mismo estado. Reemplazando la expresión de |Ψg〉 de la Ec. (2.46), se obtiene

G<ff,m(z) =
∑

k |bk,m|2

|A|2 +
∑

k |bk,m|2
〈k|R(z)|k〉. (2.75)

Utilizando la definición del operador resolvente R(z)(z − Eg + H) = 1, se puede encontrar
la matriz de R(z). Su evaluación se simplifica considerablemente utilizando el desarrollo en
1/N , tomando el ĺımite N → ∞ y manteniendo constante el producto NV 2. Siguiendo a
Gunnarson y Schönhammer [67, 68], introducimos una base de estados de muchos cuerpos,
con una part́ıcula menos que |Ψg〉. Los estados de esta base son

|k〉 ≡ |0〉ck,m|FS〉, (2.76)
|m′, k, k′〉 ≡ |m′〉ck′,m′ck,m|FS〉. (2.77)

La primera ĺınea describe estados que tienen un hueco con impulso k y simetŕıa m en la
banda de conducción y ningún electrón en el nivel f , mientras que los estados de la segunda
ĺınea tienen dos huecos en la banda con impulso y simetŕıa k′,m′ y k,m, respectivamente, y
un electrón en el nivel |m′〉 (ver la primera ĺınea Fig. 2.9 (a)). Estos estados constituyen el
menor orden en 1/N . Otros estados, obtenidos a partir de éstos mediante la aplicación del
hamiltoniano HA, contribuyen a un orden mayor en 1/N (ĺınea inferior de la Fig. 2.9 (a)).

Los elementos diagonales de R(z) son (ver Apéndice A.3.1)

Rk,k(ω) =

[
ω − εk +

∑
m′

[
Γm′
π

ln
∣∣∣∣ω − εk + ∆m′ + T0

∆m′ + T0

∣∣∣∣+ iΓm′θ(εk − ω −∆m′ − T0)
]]−1

.

(2.78)
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Figura 2.9: Representación esquemática de los estados base usados en la evaluación de espectros PES y
BIS. Las flechas continuas indican los estados con Ne part́ıculas que se mezclan mediante el término Hmix del
hamiltoniano HA a un mismo orden en 1/N , mientras que las flechas discontinuas mezclan estados de distinto
orden en el desarrollo en 1/N .

Reemplazando en la Ec. (2.75) se obtiene (ver Apéndice A.3.1 )

G<ff,m(ω) = (1− n0
f )
∑
k

V 2
m

N

1
(∆m + T0 − εk)2

Rk,k(ω),

= (1− n0
f )

Γm
π

∫ 0

−D
dε

1
(∆m + T0 − ε)2

×

× 1

ω − ε+
∑

m′

[
Γm′
π ln

∣∣∣ω−ε+∆m′+T0

∆m′+T0

∣∣∣+ iΓm′θ(ε− ω −∆m′ − T0)
] .(2.79)

Como puede verse fácilmente de esta expresión, si −ω < T0, en la integral sólo interviene el
polo en ε = ω. Desarrollando cerca del punto ε = ω, se obtiene para el rango −T0 < ω < 0

G<ff,m(ω) = (1− n0
f )

Γm
π

∫ 0

−D
dε

1
(∆m + T0 − ε)2

×
1− n0

f

ω + i0+ − ε
, (2.80)

G<ff,m(ω) =
(1− n0

f )2Γm
π

[(
P
∫ 0

−D
dε

1
(∆m + T0 − ε)2(ω − ε)

)
− iπ

(∆m + T0 − ω)2

]
,

(2.81)

donde en la última ĺınea se utilizó la identidad 1
x+i0± = P

(
1
x

)
∓ iπδ(x). En particular, en el

nivel de Fermi, la densidad ρ<fm(ω) es

ρ<fm(0) =
Γm
π

(1− n0
f )2

(∆m + T0)2
. (2.82)
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Notamos que la función ρ<fm(ω) está calculada a orden O(1/N), lo que puede verse fácilmente
recordando que la constante Γm está definida como Γm = V 2

mρc/π y que el producto NV 2
m es

O(1). Por lo tanto Γm = NV 2
mρc/(Nπ) ∼ O(1/N).

En el caso del espectro BIS, hay que calcular el propagador

G>ff,m(ω) = 〈Ψg|FmR(ω)F †m|Ψg〉, (2.83)

donde ahora R(ω) = [ω+Eg−HA]−1. Análogamente al caso anterior, introducimos una base
con una part́ıcula más que |Ψg〉 (ver Fig. 2.9 (b))

|0̃〉 ≡ |m〉|FS〉, (2.84)

|k〉 ≡ |0〉c†k,m|FS〉, (2.85)

|k, k′,m′〉 ≡ |m′〉c†k,mck′,m′ |FS〉. (2.86)

En este caso, la evaluación de la Ec. (2.83) da como resultado

G>ff,m(ω) = A2〈0̃|R(ω)|0̃〉 = (1− n0
f )R00(ω), (2.87)

y procediendo como en el caso anterior (ver Apéndice A.3.1), se obtiene la expresión

G>ff,m(ω) =
(1− n0

f )

ω −∆m − T0 − Γm
π

∫ D
0 dε 1

ω−ε−ζ(ε,ω)

, (2.88)

con

ζ(ε, ω) =
∑
m′

Γm′
π

[
ln
(

∆m′ + T0 + ε− ω
∆m′ + T0

)
− iπθ(ω −∆m′ − T0 − ε)

]
, (2.89)

Nuevamente aqúı notamos que en el rango 0 < ω < T0, interviene solamente el polo ε = ω en
la integral del denominador. Especificando en ese rango, obtenemos

G>ff,m(ω) =
(1− n0

f )

ω + i0+ −∆m − T0 +
(1−n0

f )Γm

π ln
∣∣D−ω

ω

∣∣+ i(1− n0
f )Γm

, (2.90)

La densidad de estados ρ>f,m(ω) es

ρ>f,m(ω) =
(1− n0

f )2Γm
π

1[
ω −∆m − T0 −

(1−n0
f )Γm

π ln
∣∣D−ω

ω

∣∣]2

+
[
(1− n0

f )Γm
]2
,(2.91)

Notamos que este resultado tiene una divergencia logaŕıtmica en el denominador para ω → 0,
que se traduce en ρ>f,m(0) = 0, produciendo una discontinuidad en la densidad de estados
f en el nivel de Fermi al comparar con la Ec. (2.82) (ver inset en la Fig. 2.10). Esta
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discontinuidad tiene su origen en el hecho de haber truncado el desarrollo en 1/N a un orden
finito. Desarrollando la Ec. (2.91) en potencias de 1/N , se obtiene

ρ>f,m(ω) ∼
(1− n0

f )2Γm
π

(
1

(ω −∆m − T0)2
+O(1/N) + . . .

)
. (2.92)

De las Ecs. (2.82) y (2.92) vemos claramente que las densidades ρ<fm(ω) y ρ>fm(ω) se pegan
suavemente en el nivel de Fermi ω = 0 a orden 1/N . Para cualquier valor de ω > 0, en el
ĺımite N →∞, la discontinuidad desaparece.

Otra cosa interesante que se desprende de la Ec. (2.90), es que si despreciamos las
correcciones de orden O(1/N) y superiores, se obtiene

ρ>fm(ω) = (1− n0
f )δ(ω − T0 −∆m). (2.93)

El formalismo variacional permite poner en evidencia que el término de orden O(1) en el de-
sarrollo en 1/N contiene un estado de muchos cuerpos en la enerǵıa ω = T0 +∆m con respecto
al nivel de Fermi, algo que podemos pensar como una resonancia de Kondo “rudimentaria”,
con un peso de cuasipart́ıcula (1−n0

f ). La incorporación de correcciones (términos de mayor
orden en 1/N) va corrigiendo gradualmente la densidad espectral, incorporando una vida
media al estado de la Ec. (2.93) y suavizando la discontinuidad en EF .

Notamos que el valor de ρ<fm(0) dado por la Ec.(2.82) y el obtenido a partir de la regla
de suma de Friedel [37]

ρf,m(0) =
1

πΓm

[
sin (πn0

f,m)
]2
. (2.94)

tienden al mismo valor en el ĺımite n0
f,m → 0. Esto puede verse reemplazando la expresión

de n0
f,m (Ec. (2.56))

n0
f,m =

Γm(1− n0
f )

π(T0 + ∆m)
, (2.95)

en la Ec. (2.94) y comparando con la Ec. (2.82). En un compuesto isotrópico (sin campo
cristalino), el ĺımite N → ∞ implica que n0

fm → 0, ya que la ocupación total n0
f ≤ 1 y

debe repartirse igualmente entre los N estados degenerados. En el caso de los compuestos de
valencia intermedia, y para valores de N ≥ 4, la función ρ<fm verifica muy razonablemente
la regla de suma de Friedel. Este hecho nos permite sugerir un método para subsanar la
discontinuidad en EF , basado en reajustar el valor del ĺımite inferior en la integral de la Ec.
(2.87) (es decir, buscar un nivel de Fermi “efectivo”) de tal forma de eliminar la divergencia
logaŕıtmica del denominador y lograr que ρ>f,m(0+) verifique el valor dado por la regla de
suma de Friedel. F́ısicamente, un nivel de Fermi efectivo menor simula de alguna manera
la incorporación de estados con una cierta población de electrones en la parte superior de
la banda de conduccion, lo que constituye una aproximación a la incorporación rigurosa de
estados de mayor orden en 1/N con más excitaciones electrónicas sobre el nivel de Fermi (ver
Fig. 2.9 (b)).
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Una aplicación de este método a un caso concreto puede verse en el inset de la Fig. 2.10,
para la cual se utilizaron los parámetros de la Tabla 2.1. La estructura de niveles en este caso
es un octuplete J = 7/2 desdoblado en dos cuadrupletes por el campo cristalino, separados
por una enerǵıa ∆ = 400 K. En ĺınea punteada se muestra la función ρf (ω) =

∑
m(ρ<fm(ω) +

ρ>fm(ω)) no corregida, mientras que la ĺınea continua muestra la misma función corregida.
A pesar de subsanar significativamente la discontinuidad original en EF , una discontinuidad
de ∼ 4% persiste debido a que la regla de suma se verifica sólo aproximadamente. Las
resonancias en la figura representan resonancias de Kondo, generalizadas para el caso en que
el multiplete no está degenerado. La estructura dada por el campo cristalino se traslada
a la densidad ρf (ω) cerca de EF , en concordancia con los resultados obtenidos mediante
la implementación de la NCA [1]. A pesar de no distinguirse en la Fig. 2.10, este cálculo
variacional de la densidad a orden 1/N permite describir aproximadamente las resonancias
de transferencia de carga de ancho ∼ NΓm, que se encuentran a una enerǵıa del orden de
εfm ' −2000 K, originadas por un mı́nimo en el denominador de la integral en la expresión
de G<ff,m(ω) (ver Ec. (2.79)).

Con el conocimiento de Gff,m(z) = G<ff,m(z)+G>ff,m(z), se puede encontrar la autoenerǵıa
Σff,m(z)

Gff,m(z) =
1

z − Σff,m(z)
, (2.96)

y de aqúı, utilizando el hecho de que a T → 0 el sistema es un ĺıquido de Fermi, obtenemos
el peso de cuasipart́ıcula zm = (1− ∂Re[Σff,m(ω)]/∂ω)−1 |ω=EF . Estas cantidades entran en
la expresión de la constante γ para un ĺıquido de Fermi [56]

γ =
C

T

∣∣∣∣∣
T=0

=
π2k2

B

3

∑
m

ρf,m(EF )
zm

. (2.97)

2.4.3 Cálculo de propiedades a T > 0

El punto incial de esta discusión se basa en el caso V = 0. En ese ĺımite, puede verse
fácilmente que las densidades espectrales son

ρ(0)
m (ω) = δ(ω − εfm), (2.98)

Insertando esta solución en las Ecs. (2.26) y (2.27) de la autoenerǵıa, para V pequeño pero
distinto de cero, se obtienen las expresiones para Σ(1)

0 y Σ(1)
m , corregidas a primer orden

en la hibridización V . Con las expresiones de Σ(1)
0 y Σ(1)

m pueden obtenerse las densidades
espectrales corregidas

ρ
(1)
0 (ω) = − 1

π

ImΣ(1)
0 (ω, T )[

ω − ReΣ(1)
0 (ω, T )

]2
+
[
ImΣ(1)

0 (ω, T )
]2 ,

ρ(1)
m (ω) = − 1

π

ImΣ(1)
m (ω, T )[

ω − ReΣ(1)
m (ω, T )

]2
+
[
ImΣ(1)

m (ω, T )
]2 . (2.99)
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Figura 2.10: Resultados de la densidad espectral ρf (ω) a T = 0. En ĺınea continua se muestran los resultados
corregidos imponiendo la regla de suma de Friedel (Ec. (2.94)).

Este procedimiento puede repetirse para encontrar Σ(2)
0 y Σ(2)

m , y luego ρ
(2)
0 y ρ

(2)
m , y aśı

sucesivamente hasta la lograr la convergencia en las densidades ρ0 y ρm.
La aproximación al desarrollo autoconsistente de la NCA propuesta por Zwicknagl, Zevin

y Fulde [66] consiste en detener el proceso iterativo en el primer paso para las funciones ρm,
y para el caso de la función ρ0, se utiliza el resultado del método variacional (Sec. 2.4.1):
como puede verse fácilmente de la Ec. (2.99), la función ρ(1)

0 (ω) presenta resonancias cuando
se verifica

ω − ReΣ(1)
0 (ω, T ) = 0, (2.100)

Como se demuestra en el Apéndice A.4, esta ecuación es exactamente la misma que resolvimos
para encontrar la enerǵıa del estado fundamental Eg con el método variacional de la Sec. 2.4.1
(Ec. (2.51)). Basándose en este hecho, la aproximación que propusieron Zwicknagl, Zevin y
Fulde para ρ0(ω) es [66]

ρ0(ω) = (1− n0
f )δ(ω − Eg), (2.101)

donde los valores de n0
f y Eg están dados por el método variacional, y donde el factor 1− n0

f

representa el peso espectral del estado vaćıo, calculado a orden O(1) en el desarrollo en
potencias de 1/N [67]. Aproximando de esta manera, se ve claramente que desaparecen las
no analiticidades de la NCA en el ĺımite T → 0, y por construcción, las propiedades convergen
suavemente al valor de T = 0, que por estar calculadas mediante el método variacional, son
exactas en el ĺımite N → ∞. Además, se elimina por completo la necesidad técnica de
proceder autoconsistentemente, ya que se parte de resultados anaĺıticos a T = 0.
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Esta aproximación sólo describe las fluctuaciones del spin, que están relacionadas con la
solución ω = Eg. Como se mencionó anteriormente, existen otras soluciones a la Ec.(2.100)
que describen las fluctuaciones de la carga en el nivel f , que aparecen recién a orden O(1/N).
Por otro lado, también se mencionó el hecho que en la NCA, la función ρ0(ω) tiene resonancias
en las enerǵıas de carga ' εf,m, con un cierto ancho caracteŕıstico. En este caso, la densidad
ρ0(ω) se está aproximando por una función delta, y por consiguiente, se pierden algunos
detalles. Este hecho está justificado dado que la mayoŕıa de las propiedades calculadas
aparecen en forma de convoluciones de las densidades ρ0(ω) y ρm(ω), razón por la cual
el detalle en estas cantidades, que no son experimentalmente medibles, no es demasiado
importante. Por otro lado, el hecho de considerar una aproximación a ρ0(ω) independiente
de T , sólo puede ser válido mientras T < T0. Estas consideraciones restringen el uso de la
presente aproximación a las situaciones en que {ω, T} < T0.

Insertando la expresión de la Ec. (2.101) en las Ecs. (2.26), (2.27), (2.23) y (2.24), se
obtiene [66]

ρm(ω, T ) =
1
π

(1− n0
f )ΓmnF (Eg − ω)

[ω − εfm]2 +
[
(1− n0

f )ΓmnF (Eg − ω)
]2 , (2.102)

donde la dependencia en T se produce a través de las funciones de Fermi nF (ω). Como
es usual en estos casos, se despreció la variación de ReΣm(ω, T ). Esto está justificado ya
que generalmente, los parámetros εf,m se fitean de acuerdo al experimento, de modo tal que
puede suponerse que el valor final de εf,m contiene una renormalización dada por εf,m =
ε0f,m + ReΣm(ω, T ), suponiendo que puede despreciarse la dependencia en ω.

Esta aproximación sólo cumple aproximadamente la regla de suma∫ ∞
−∞

dω ρm(ω, T ) = 1, (2.103)

verificándose las desviaciones más importante a T = 0 [66].
Habiendo expuesto las soluciones aproximadas a las ecuaciones de la NCA, procedemos a

mostrar los resultados de algunas propiedades termodinámicas a T > 0.

Valencia del nivel f

Partimos de la Ec. (A.8) del Apéndice A.1

nf,m(T ) =
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε), (2.104)

donde

Zf =
∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε) +
∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε). (2.105)

Haciendo un cambio de variables, la Ec. (2.104) se puede expresar esto como

nf,m(T ) =
ΓmIm∑

m ΓmIm + 1
, (2.106)
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donde

Im =
∫ ∞
−∞

dε
1
π

nF (ε)

[ω − T0 −∆m]2 +
[
Γm(1− n0

f )nF (−ε)
]2 , (2.107)

resulta de la aproximación Ec. (2.102) a la densidad ρm [66]. Con esta notación puede
escribirse la función de partición Zf como

Zf = e−βEg
(
1− n0

f

)(∑
m

ΓmIm + 1

)
. (2.108)

2.4.4 Susceptibilidad estática y dinámica a T > 0

En lugar de calcular la susceptibilidad magnética estática a partir de la Ec. (2.45) para el
ĺımite ω → 0, se puede partir de la expresión de la enerǵıa libre de Helmoltz [9]. Usando la
Ec. (2.108), obtenemos

F = kBT lnZf = Eg − kBT ln
(
1− n0

f

)
− kBT ln

(∑
m

ΓmIm + 1

)
. (2.109)

y usar la relación M = −∂F/∂B [9], con lo que se obtiene

M = −∂Eg
∂B
− kBT

1
1− n0

f

∂n0
f

∂B
+ kBT

1∑
m ΓmIm + 1

∑
m

(
∂Im
∂B

Γm +
∂Γm
∂B

Im

)
.

(2.110)

Finalmente, utilizando χ = ∂M/∂B|B=0 [9] se obtiene [66]

χ = χ0 − kBT

(
1

1− n0
f

)
∂2n0

f

∂B2
+ kBT

(
1∑

m ΓmIm + 1

)∑
m

(
∂2Im
∂B2

Γm +
∂2Γm
∂B2

Im

)
,

(2.111)

donde se utilizó la simetŕıa de reversión temporal

∂n0
f

∂B

∣∣∣∣∣
B=0

=
∂Im
∂B

∣∣∣∣∣
B=0

=
∂Γm
∂B

∣∣∣∣∣
B=0

= 0. (2.112)

Como vemos, en la Ec. (2.111) es necesario conocer las derivadas segundas ∂2n0
f/∂B

2,
∂2Γm/∂B2 y ∂2Im/∂B

2. La obtención de dichas expresiones se encuentra en el Apéndice
A.2. La susceptibilidad dinámica se obtiene simplemente reemplazando en la Ec. (2.45) las
expresiones que se obtuvieron para ρm en la Ec. (2.102) y evaluando numéricamente las
integrales en frecuencia.
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2.5 Comparación con resultados experimentales

En las últimas dos décadas se ha realizado un notable esfuerzo en tratar de entender a las
redes de Kondo basadas en Ce, debido a la gran variedad de comportamientos surgidos de las
fuertes correlaciones electrónicas. El Ce tiene una estructura electrónica del tipo (5s6p)04f1

en su configuración Ce+3, y fluctúa con la configuración Ce+4 cuya estructura electrónica es
(5s6p)04f0. Un comportamiento análogo se espera para el Yb, considerado como la “ver-
sión en huecos” del Ce. La configuración del Yb fluctúa entre (5s6p)04f14 para el Yb+2 y
(5s6p)04f13 para el Yb+3. Sin embargo, la gran dificultad para generar compuestos de Yb,
debido a su gran presión de vapor, ha imposibilitado realizar comparaciones sistemáticas
con el Ce [72]. Recientemente se han logrado sintetizar monocristales basados en la serie
Yb2M3X9, con M=Co,Rh,Ir y X=Ca,Al; que cristalizan con estructura ortorrómbica del tipo
del Y2Co3Ga9 [72]. Estos compuestos presentan valencia intermedia para M=Ga y orden
antiferromagnético para M=Al. En general, en el caso de los compuestos de valencia inter-
media, generalmente la escala de enerǵıa TK es mayor que ∆, la separación de niveles por el
campo cristalino, lo que tiende a hacer que las propiedades sean isotrópicas. Normalmente,
despreciar ∆ frente a TK es una aproximación razonable en los compuestos de valencia inter-
media [73]. El caso de estos metales recientemente sintetizados es at́ıpico en el sentido que
la escala de enerǵıa TK es comparable a ∆, razón por la cual es necesario incorporar este
parámetro en la descripción teórica.

A continuación mostramos una serie de resultados del modelo descripto en las secciones
anteriores para tratar de caracterizar cuantitativamente a estos compuestos.

2.5.1 Susceptibilidad estática

En esta sección se muestran los resultados del modelo y su comparación con los resultados
experimentales para la susceptibilidad estática de los compuestos Yb2M3Ga9, con M=(Rh,
Ir), y el compuesto Yb3Ni5Al19. Estos compuestos presentan valencia intermedia a la vez que
fuertes efectos de la anisotroṕıa cristalina, con enerǵıas t́ıpicas comparables a la temperatura
de Kondo TK . En la Fig. 2.11 se presentan los resultados experimentales para la suscep-
tibilidad estática paralela y perpendicular en función de T para el compuesto Yb2Rh3Ga9

(ćırculos) [70]. También se muestra un resultado del ajuste obtenido con la aproximación a
la NCA propuesta por Zwicknagl, Zevin y Fulde [66].

La simetŕıa cristalina hexagonal del compuesto permite asegurar que la degeneración
inicial N = 8 (la interacción spin-órbita deja un multiplete fundamental J = 7/2 en el
átomo de Yb+3) de la configuración f1 se rompe completamente dejando un esquema de
niveles de 4 dobletes de Kramers. El máximo pronunciado de χpar en T ∼ 100 K sugiere
una degeneración efectiva importante. Esto surge de una comparación cualitativa con los
resultados obtenidos mediante un ajuste con el método de Bethe ansatz [74], que supone
una situación de completa simetŕıa. Sin embargo, la diferencia entre los datos obtenidos para
χpar y χperp indica simultáneamente la presencia de una fuerte anisotroṕıa como consecuencia
del campo cristalino. Para simplificar los cálculos, se realizó la aproximación adicional de
suponer que los autoestados del hamiltoniano total Hf incluyendo el campo cristalino (Ec.
(2.11)), son también autoestados de Jz. Los autoestados verdaderos del campo cristalino son
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Figura 2.11: Resultados experimentales de susceptibilidad estática paralela y perpendicular en función
de T para el compuesto Yb2Rh3Ga9 (ćırculos). Las ĺıneas continuas son los resultados teóricos del modelo
utilizando los parámetros de la Tabla 2.1. En ĺıneas punteadas se muestran los mismos resultados, suponiendo
una hibridización uniforme Γm = 165 K para todo m, manteniendo el resto de los parámetros iguales a los de
la Tabla 2.1. A los efectos de la comparación, se muestra también (ĺınea de trazos) el resultado de la curva de
Rajan, obtenido con Bethe-ansatz (Ref. [74]) suponiendo degeneración completa del multiplete [70].

en realidad una combinación lineal de los autoestados de Jz. Esta aproximación corresponde
a realizar una identificación del autoestado |i〉 del campo cristalino con el autoestado |m〉 del
operador Jz, de acuerdo a la menor diferencia existente entre 〈i|Jz|i〉 y m.

Para reproducir las caracteŕısticas del experimento mencionadas más arriba, propusimos
un esquema de niveles de campo cristalino para la impureza aislada basado en un cuadruplete
fundamental, formado por los estados con máxima proyección de momento angular | ± 7/2〉
y | ± 5/2〉 (∆±7/2 = ∆±5/2 = 0), y un cuadruplete excitado con los estados | ± 3/2〉 y
| ± 1/2〉 (∆±3/2 = ∆±1/2 = ∆). La elección de un cuadruplete fundamental con máxima
proyección de m permite permite explicar la susceptibilidad paralela más grande, y a la vez,
un máximo pronunciado. Por otro lado, esto evita la introducción de parámetros de ajuste
adicionales. Las subidas en la susceptibilidad a muy bajas temperaturas son todav́ıa materia
de discusión. Podŕıa tratarse de efectos extŕınsecos (por ej: impurezas en las muestras) o
intŕınsecos (efectos de la red); ambos casos están fuera del alcance del presente modelo y
no intentaremos dar una explicación a ello. Por esta razón, se ajustaron los parámetros del
modelo para reproducir los datos experimentales en el rango T > 50 K. Los parámetros que
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Parámetro Valor
Γ±1/2 = Γ±3/2 145 K
Γ±5/2 = Γ±7/2 170 K
∆±1/2 = ∆±3/2 400 K
n0
f 0.59
I 25 mol/emu

Tabla 2.1: Parámetros de ajuste del modelo correspondientes al compuesto Yb2Rh3Ga9 (ver Fig. 2.11).

mejor ajustan los resultados experimentales se muestran en la Tabla 2.1.
Como puede verse en la Fig. 2.11, la introducción de parámetros Γm(B) espećıficos para

cada m y dependientes del campo magnético B (ĺıneas continuas) genera mejores ajustes en la
susceptibilidad. En este caso, la temperatura de estabilización del singlete es de T0 = 198.9
K. Para poder comparar con el ajuste obtenido con Bethe-ansatz [74], se debe utilizar la
relación entre escalas de enerǵıa TK = T0× (2J + 1)/2πnf = 429.0 K, que surge de comparar
los resultados de las Ref. [74] y [66]. Vemos que, mas allá de un factor ' 2, ambos resultados
confirman el hecho que las escalas de enerǵıa del campo cristalino (∆ = 400 K) y TK son del
mismo orden, y no es correcto realizar un cálculo despreciando una de ellas.

Los ajustes mejoran notablemente con la inclusión de una interacción antiferromagnética
a primeros vecinos. Varios miembros de la familia Yb2M3X9 muestran orden antiferro-
magnético, sin embargo, como ya se ha señalado, en los compuestos de valencia intermedia
predomina la interacción de Kondo local frente a las interacciones entre sitios, al menos para
temperaturas superiores a 10 K, como sugieren los datos experimentales de χpar mostrados en
la Fig. 2.11. Esto sugiere que los efectos de la red, aunque de menor magnitud que los efectos
locales, deben incluirse para lograr un acuerdo cuantitativo. Se supuso un hamiltoniano tipo
Heisenberg para incluir las interacciones magnéticas a primeros vecinos entre los momentos
localizados

HH = JH
∑
〈i,j〉

~Ji. ~Jj , (2.113)

sumado a todos los términos del hamiltoniano de la Ec. (2.11), y posteriormente realizamos
una aproximación de campo medio. Partiendo de [9, 14]

~Mi = gµB〈 ~Ji〉, (2.114)

donde ~Mi es la magnetización de una subred. Usando la relación [9, 14]

~Mi = χ(0) ~Beff

= χ(0)

(
~Bext −

zJH
gJµB

〈 ~Ji〉
)
,

= χ(0)

(
~Bext −

zJH
(gJµB)2

~Mi

)
, (2.115)
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Parámetro Valor
Γ 230 K
∆ 280 K
n0
f 0.53
I 45 mol/emu

Tabla 2.2: Parámetros de ajuste del modelo correspondientes al compuesto Yb2Ir3Ga9 (ver Fig. 2.12).

donde χ(0) es la susceptibilidad dada por la Ec. (2.111), z es el número de momentos local-
izados vecinos y el signo menos proviene del hecho que las subredes tienden a orientarse en
direcciones opuestas. Finalmente, de la relación ~Mi = χ~Bext, se obtiene el resultado final

χ =
χ(0)

1 + Iχ(0)
, (2.116)

donde la constante I no debe ser confundida con las integrales Im definidas en la Ec. (2.107)
y está dada por I ≡ zJH/(gµB)2. Esta cantidad es otro parámetro de ajuste y su valor puede
encontrarse en la Tabla 2.1. Como se ve en la Ec. (2.116), el efecto de las interacciones entre
momentos localizados es de disminuir el valor de la susceptibilidad, lo cual es razonable, ya
que el efecto de interacción con la otra subred es de disminuir el campo efectivo que ve cada
uno de los momentos localizados.

El término de Heisenberg introducido en la Ec. (2.113) es simplemente una aproximación
para considerar los efectos de las interacciones magnéticas entre iones. Como se mencionó en
la Introducción (Cap. 1), en el complejo problema de la red de Kondo, el orden magnético
y el efecto Kondo tienen en última instancia el mismo origen, y estrictamente no es correcto
introducir una interacción externa al modelo en śı. Sin embargo, una comparación entre las
escalas de enerǵıa TK = 550 K y la escala de enerǵıa inducida por el término de Heisenberg
de la Ec. (2.113) en la aproximación de campo medio, TN = χ

(0)
par(Tmax)I ' 30 K, donde

Tmax ' 100 K es el máximo de χpar, permite demostrar que las interacciones entre momentos
magnéticos constituyen una pequeña corrección a la enerǵıa del estado fundamental.

El valor de la valencia en la impureza es en este caso n0
f = 0.59. Esto sugiere un importante

efecto de las fluctuaciones de carga, desviándose considerablemente del valor n0
f ' 1 del

régimen de Kondo. Esto permite corroborar otras mediciones que indican que Yb2Rh3Ga9

se trata de un compuesto de valencia intermedia.
A continuación, en la Fig. 2.12, se muestran los resultados para el compuesto Yb2Ir3Ga9.

En este caso, los resultados experimentales indican una anisotroṕıa menor (mayor similitud
entre χpar y χperp) y máximos más ensanchados, lo que indica cualitativamente un ∆ menor y
Γm mayores. Para este caso se propone un esquema de niveles similar al caso del Yb2Rh3Ga9,
aunque la mayor hibridización hace innecesaria la utilización de Γm espećıficos para cada
doblete, razón por la cual hemos supuesto en este caso Γm = Γ. En la Tabla 2.2 se indican
los valores de los parámetros de ajuste. En comparación con el compuesto de Rh, se observa
efectivamente un aumento en la hibridización Γ y una disminución de ∆. El valor de T0 =
424.6 K (TK = 1029.8 K) es aproximadamente el doble que en el caso del compuesto de Rh,
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Figura 2.12: Resultados experimentales de susceptibilidad estática paralela y perpendicular en función de
T para el compuesto Yb2Ir3Ga9 (Ref. [70]). Las ĺıneas son los resultados teóricos utilizando los parámetros
de ajuste de la Tabla 2.2.

y la valencia n0
f = 0.53 es menor, lo que es consistente con un aumento de T0, según la Ec.

(2.57). Todo indica entonces que el compuesto de Ir presenta más fluctuaciones de carga que
el de Rh.

En la Fig. 2.13, se muestran datos experimentales de susceptibilidad magnética de
Yb3Ni5Al19 y un ajuste con el modelo (ĺınea continua), cuyos parámetros se presentan en la
Tabla 2.3.

En este caso la muestra es un polvo, razón por la cual para comparar con los experimentos,
la susceptibilidad calculada teóricamente debió ser promediada en las tres direcciones. El alto
valor obtenido para I = 250 mol/emu (comparativamente mucho mayor que en los compuestos
anteriormente estudiados) sugiere la presencia de fuertes correlaciones antiferromagnéticas, lo
que ha sido corroborado experimentalmente ajustando la susceptibilidad de alta temperatura
(donde puede despreciarse el efecto Kondo) con una ley de Curie-Weiss, obteniéndose una
temperatura de Curie-Weiss TCW = −731 K [72].

Utilizando un ajuste con Bethe-ansatz (ĺınea a trazos en la Fig. 2.13), se obtiene una
discrepancia importante para T > 100 K con respecto a los datos experimentales. Dado
que el cálculo con Bethe-ansatz utilizado supone la completa degeneración del multiplete,
dicha discrepancia sugiere la presencia de efectos del campo cristalino. En el ajuste teórico
obtenido, los efectos del desdoblamiento del multiplete J = 7/2 son muy pequeños y se han
despreciado (∆ = 0). Sin embargo, los efectos del campo cristalino se evidencian en los
diferentes acoplamientos Γm (ver Tabla 2.3).
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Figura 2.13: Resultados experimentales de susceptibilidad estática paralela y perpendicular en función de
T para el compuesto Yb3Ni5Al19 (Ref. [72]). La ĺınea continua es el resultado del modelo, utilizando los
parámetros de ajuste de la Tabla 2.3.

La T0 obtenida es 217.9 K (TK = 616.4 K) y el valor de n0
f=0.45, junto con las carac-

teŕısiticas generales de la susceptibilidad (saturación a bajas temperaturas y máximo ensan-
chado) y de otras mediciones experimentales [72], son un fuerte indicio de que Yb3Ni5Al19 es
un compuesto de valencia intermedia.

En general, los ajustes se deterioran para T ≥ T0, como puede verse en las Figs. 2.11,
2.12 y 2.13, lo que es esperable dado la naturaleza de la aproximación de Zwicknagl, Zevin
y Fulde [66]. Para acceder a este rango de temperaturas es necesario implementar la NCA
completa [1, 59].

2.5.2 Dispersión inelástica de neutrones en Yb2Rh3Ga9

Este experimento mide directamente las excitaciones magnéticas dinámicas que produce un
neutrón con su spin al atravesar el material, y por consiguiente, está ı́ntimamente relacionado
con la susceptibilidad dinámica que hemos derivado en la Sec. 2.3.1.

La sección eficaz de la dispersión de neutrones se calcula como [56]

d2σ

dΩdω
= Nion

(
γe2

mc2

)
k

k′
S(~q, ω), (2.117)
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Parámetro Valor
Γ±1/2 = Γ±3/2 90 K
Γ±5/2 = Γ±7/2 50 K
∆ 0 K
n0
f 0.45
I 250 mol/emu

Tabla 2.3: Parámetros de ajuste del modelo correspondientes al compuesto Yb3Ni5Al19 (ver Fig. 2.13 en
ĺınea continua).

donde Nion es la concentración de iones magnéticos, γe2/mc2 es la constante de acoplamiento,
k y k′ son los módulos de los vectores de onda incidente y saliente, respectivamente. La función
de “scattering” S(~q, ω) se relaciona con la parte imaginaria de la susceptibilidad dinámica
χ(ω), y toma la forma

S(~q, ω) =
2
π

F 2(~q)
1− e−ω/T

Imχ(ω)
(gµB)2

, (2.118)

para momentos magnéticos independientes, donde F (~q) es el factor de forma y donde χ(ω) es
la susceptibilidad magnética para una impureza magnética aislada, dada por la Ec. (2.45).
Los neutrones son colimados y filtrados en enerǵıa, pero las muestras no son monocristalinas
sino en polvo, razón por la cual es necesario promediar los resultados teóricos en las tres
direcciones.

A continuación se muestran resultados experimentales de dispersión de neutrones en
Yb2Rh3Ga9. En la Fig. 2.14 se muestran los resultados experimentales de la función de
dispersión S(~q, ω) tomados a T = 12 K (Fig. 2.14 (a)) y T = 300 K (Fig. 2.14 (b)) para
distintas enerǵıas del haz de neutrones incidente y se grafican en función de la enerǵıa trans-
ferida ∆E [75]. Los datos han sido tomados para ángulos de dispersión Θ (formado por los
vectores ~k y ~k′) bajos para minimizar el error experimental. La diferencia de enerǵıa ∆E es
absorbida por el material en forma de excitaciones magnéticas y fonones, principalmente. Da-
do que para el presente estudio sólo interesan las excitaciones magnéticas, se sustrajeron las
otras contribuciones mediante una comparación con una muestra de referencia de Y2Rh3Ga9,
donde los átomos magnéticos de Yb han sido reemplazados por átomos no magnéticos de
Y (ytrio). El método experimental utilizado para restar la contribución de los fonones a
ángulos de dispersión bajos se basa en determinar, con el análogo no magnético Y2Rh3Ga9,
un factor de escala dependiente de ω entre la dispersión a ángulos bajos (ΘL) y a ángulos
altos (ΘH), C(ω) ≡ SNM (ΘL, ω)/SNM (ΘH , ω), donde el sub́ındice NM indica que se trata
del material no magnético. En un material magnético, la dispersión a ángulos altos está
dominada por la contribución de los fonones, por lo cual puede despreciarse la contribución
magnética. Suponiendo que el mismo factor de escala C(ω) puede aplicarse al Yb2Rh3Ga9,
la contribución de fonones a ángulos bajos puede estimarse como [76, 75].

SfononM = C(ω)× SM (ΘH , ω). (2.119)
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Figura 2.14: Resultados experimentales y de la teoŕıa para la dispersión inelástica de neutrones para el
compuesto Yb2Rh3Ga9.(Ref. [75])

Los resultados teóricos a T = 12 K se muestran para dos conjuntos de parámetros en la
Fig. 2.14 (a). La ĺınea de trazos corresponde a los parámetros de la Tabla 2.1, mientras que
la ĺınea continua es un nuevo conjunto de parámetros (mostrado en la Tabla 2.4), en la que se
buscaron los parámetros que se ajustaran simultáneamente experimentos de susceptibilidad
estática (ver Fig. 2.15) y de dispersión de neutrones.

En la última curva teórica de T = 12 K, calculada con los parámetros de la Tabla 2.1, se
pueden distinguir claramente dos máximos. El primero (≈ 20 meV) corresponde a ' T0 y el
otro (≈ 50 meV) corresponde al cuadruplete excitado, ubicado a ∆ = 400 K. A pesar de no
reproducir cuantitativamente los datos experimentales y estar por fuera de las barras de error,
este esquema de niveles es cualitativamente adecuado para explicar los datos de dispersión de
neutrones. La falta de estructuras en los resultados experimentales indica que posiblemente
el esquema de niveles inicial ha sido muy simplificado y que, para explicar simultáneamente
la susceptibilidad magnética (Fig. 2.11) y dispersión de neutrones (Fig. 2.14), es necesario
“romper” la degeneración supuesta inicialmente y utilizar más grados de libertad del modelo
para lograr un acuerdo más cuantitativo, dando como resultado el ajuste de la Tabla 2.4
(mostrado en ĺınea continua en la Fig. 2.14).

Cualitativamente, los datos experimentales a T = 12 K muestran un máximo alrededor
de ∆E = 40 meV. Experimentalmente, esto se conoce como pico inelástico de baja temper-
atura [56]. Al aumentar T (ver Fig. 2.14(b)), ese pico inelástico desaparece y aparece otro
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Figura 2.15: Susceptibilidad magnética del compuesto Yb2Rh3Ga9. Los ćırculos son los resultados experi-
mentales de la Ref. [70]. En ĺınea punteada se muestran los ajustes con los parámetros de la Tabla 2.1, y en
ĺınea continua los de la Tabla 2.4.

centrado en ∆E = 0, conocido como pico cuasielástico. Esta notable variación en el com-
portamiento del magnetismo es una caracteŕıstica de los compuestos de valencia intermedia
[56]. Esto puede entenderse si se piensa que a temperaturas bajas (T < T0), la f́ısica del
sistema está determinada por el estado fundamental, el singlete de Kondo, lo que provoca
una respuesta magnética nula pues el momento magnético efectivo es cero. A medida que
la enerǵıa transferida aumenta y se hace comparable a T0, es posible comenzar a “ver” los
momentos magnéticos del sistema ya que la excitación producida por los neutrones permite
excitar estados de mayor enerǵıa en los que el momento magnético no está apantallado. Al
aumentar todav́ıa más la enerǵıa transferida ∆E, la dispersión comienza a disminuir por el
hecho de que no hay grados de libertad magnéticos para excitar a esa enerǵıa. El hecho de
que los niveles magnéticos estén ensanchados por la hibridización con la banda de conducción
hace que la curva de S(Θ,∆E) vaŕıe suavemente con ∆E.

Cuando T > T0, la f́ısica del sistema es esencialmente la de una impureza libre, con sus
niveles magnéticos ensanchados. En estas condiciones es suficiente transferir poca enerǵıa (o
nula) para producir una respuesta magnética en el material, a diferencia del caso T < T0.

Desde el punto de vista del modelo teórico, la susceptibilidad dinámica (Ec. (2.45)) es
una convolución de las densidades ρm(ε), que a bajas temperaturas se maximiza cuando
ω ' T0, ya que en ese punto las transiciones entre las componentes de los estados |m〉 del
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Parámetro Valor
Γ0
±1/2 = Γ0

±3/2 190 K
Γ0
±5/2 = Γ0

±7/2 180 K
∆±1/2 340 K
∆±3/2 280 K
∆±5/2 100 K
∆±7/2 0 K
n0
f 0.60
I 20 mol/emu

Tabla 2.4: Parámetros de ajuste del modelo para el compuesto Yb2Rh3Ga9 (ĺıneas continuas en las Figs.
2.14 y 2.15).

fundamental y los estados |m′〉 de los estados excitados es máxima. A temperaturas mayores
que T0, y basándonos en las soluciones aproximadas de la Sec. 2.4.2, las renormalizaciones
introducidas por ρ0 en la forma funcional de las ρm no son importantes y la convolución de la
Ec.(2.45) se aproxima a la de dos curvas lorentzianas: esto explica por qué tienen el máximo
en ∆E = 0. Vemos que las soluciones aproximadas de la NCA tienen los ingredientes básicos
necesarios para explicar el experimento. Sin embargo, notamos que el conjunto de parámetros
que explica muy bien los datos experimentales a T = 12 K, es inadecuado para explicar los
mismos a T = 300 K, como se puede ver en el rango ∆E < 10 meV de la Fig. 2.14(b). En
cambio, se observa que un valor menor de la valencia (n0

f = 0.5) ajusta mejor la curva que
el valor n0

f = 0.6 dado en la Tabla 2.4. Esta discrepancia a alta temperatura se discute a
continuación.

2.5.3 Valencia nf (T ) vs T en Yb2X3Ga9 (X=Rh,Ir)

Mediante experimentos de absorción de rayos X se puede tener una medida del número de
huecos en el nivel 4f de la impureza en función de T . Resultados experimentales de nf (T )
en función de T se muestran en la Fig. 2.16 para los compuestos Yb2X3Ga9 (X=Rh,Ir) [75].
El error sistemático en los datos es independiente de la temperatura y del orden de 10% [75].
También se muestran en la misma figura resultados teóricos para Yb2Rh3Ga9, obtenidos con
la Ec. (2.106), utilizando los valores n0

f = 0.6 (ĺınea continua) y n0
f = 0.53 (ĺınea de trazos).

Para el resto de los parámetros se utilizaron los valores de la Tabla 2.1.
Como se observa en la Fig. 2.16, la aproximación de la NCA sobreestima el valor de

la valencia del nivel f en función de la temperatura. Esto podŕıa deberse a los efectos
de la red periódica, que están ausentes en cualquier aproximación de impureza. Diversos
resultados sugieren que el “crossover” desde el comportamiento de ĺıquido de Fermi local a
bajas temperaturas al régimen de momento local a altas temperaturas seŕıa más lento en
la red de Anderson que en la impureza de Anderson. En general, ambos modelos predicen
un aumento de nf (T ) en función de T , ya que esto produce un aumento de entroṕıa. Sin
embargo en el caso de la red de Anderson, la concentración finita de átomos de Yb genera una
transferencia de carga macroscópica desde los iones Yb en la configuración 4f14−nf , hacia
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Figura 2.16: Resultados experimentales de mediciones de la valencia del orbital 4f de los compuestos
Yb2Rh3Ga9 (cuadrados) y Yb2Ir3Ga9 (triángulos)(Ref. [75]). Se muestran también los resultados de la teoŕıa
para n0

f = 0.6 (ĺınea continua) y n0
f = 0.53 (ĺınea de trazos). El resto de los parámetros corresponden a los de

la Tabla 2.1.

la banda de conducción, con lo cual el potencial qúımico debe ajustarse en función de la
temperatura. Es decir, la banda de conducción debe acomodar una cantidad de electrones nf
por cada átomo de Yb, a costa de aumentar la enerǵıa cinética del sistema. Para minimizar
ese aumento de enerǵıa, se produce un incremento más moderado de la ocupación del orbital
f en función de T . Todos estos efectos están ausentes en el caso de impurezas diluidas, ya
que la banda de conducción permite acomodar la carga infinitesimal que transfieren los iones
Yb sin modificar su potencial qúımico apreciablemente. Este efecto ha sido ya observado en
otros compuestos [73] y ha sido predicho mediante cálculos de Montecarlo Cuántico [77]. Por
esta razón, cualquier teoŕıa de la red de Anderson debe introducir otra escala de enerǵıa, la
enerǵıa de transferencia de carga. Cualitativamente podemos ver cómo estos efectos en la
valencia influyen en otros experimentos. En la Fig. 2.16 se observa que el valor de n0

f = 0.53
reproduce mejor el resultado experimental a T = 300 K que el valor n0

f = 0.6. Esto también
se observa en la Fig. 2.14, donde la ĺınea de trazos (n0

f = 0.5) reproduce mejor los datos
experimentales de dispersión de neutrones.
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2.5.4 Constante γ = C/T

Para finalizar las comparaciones con resultados experimentales se exponen los valores obtenidos
para la constante γ, calculados mediante la Ec. (2.97). Para el compuesto Yb2Ir3Ga9, el valor
experimental de γ es 25 mJ/mol Yb K2, mientras que para Yb2Rh3Ga9 es de 45 mJ/mol Yb
K2, lo que indica una moderada renormalización de la masa. Los valores teóricos obtenidos
con los parámetros de las Tablas 2.2 y 2.1 son respectivamente 25 mJ/mol Yb K2 y 68
mJ/mol Yb K2, obteniéndose un acuerdo razonable.

2.6 Resumen y conclusiones

Se caracterizaron una serie de compuestos de Yb recientemente sintetizados utilizando el
modelo de impureza de Anderson degenerado (con degeneración N), en una aproximación al
desarrollo autoconsistente para N grande, conocido como NCA (“Non Crossing Approxima-
tion”). El método utilizado se basa en una solución variacional que es exacta a T = 0 en el
ĺımite N →∞. Tomando la solución variacional, se utilizan estos resultados para aproximar
las ecuaciones de la NCA a T > 0. Este método está especialmente diseñado para describir
aleaciones magnéticas diluidas con fuertes efectos de campo cristalino, y tiene la ventaja de
evitar la autoconsistencia inherente a la NCA, aunque ello limita su aplicabilidad a enerǵıas
y temperaturas no mayores que T0.

Los resultados obtenidos en esta parte de la tesis apoyan la hipótesis experimental sobre la
existencia de valencia 4f intermedia en los compuestos en cuestión y simultáneamente, efectos
importantes del campo cristalino, algo que es inusual como ya se mencionó anteriormente.

En el caso de la serie Yb2M3Ga9, el valor obtenido para el número de huecos (valencia)
en el orbital 4f a T = 0 es de n0

f = 0.6 para M=Rh y de n0
f = 0.53 para M=Ir. En el caso

del Yb3Ni5Al19, se obtuvo n0
f = 0.45. Estos valores son t́ıpicos de compuestos de valencia

intermedia. Las temperaturas de Kondo obtenidas en todos los casos son mayores a 400 K y
del orden de la ∆, la separación de niveles dada por el campo cristalino.

El acuerdo logrado entre el modelo teórico y los experimentos realizados en la descripción
de propiedades termodinámicas y dinámicas en el rango Tcoh < T < TK es muy bueno
a pesar de tratarse de un modelo de impureza. Esto tiene su origen principalmente en
que el estado fundamental tipo ĺıquido de Fermi en el modelo de impureza de Anderson
guarda similitudes con el estado fundamental esperado en un modelo periódico. No obstante,
se mencionan algunas evidencias de los efectos de la red, como la necesidad de incorporar
correlaciones antiferromagnéticas en el cálculo de la susceptibilidad (a través del parámetro
I), y la existencia de discrepancias entre teoŕıa y experimento en nf (T ) y S(~q, ω) a alta
temperatura (∼ 300 K), que estaŕıan relacionadas con una liberación macroscópica de carga
hacia la banda de conducción, algo ausente en los modelos de impureza.

Estos hechos indican que una descripción de impureza aislada es sólo una aproximación
para describir la f́ısica de la valencia intermedia, y que en última instancia, es necesario
introducir efectos de la red en un modelo más general.

Los resultados de esta parte de la tesis se encuentran publicados en las Refs. [72], [75],
[78] y [70].



Caṕıtulo 3

Impurezas magnéticas en corrales
cuánticos

3.1 Introducción

Como se mencionó en la introducción, el desarrollo de la microscoṕıa de efecto túnel (STM)
ha generado numerosos avances en el entendimiento de los electrones en sistemas de tamaño
nanoscópico. Usando esta tecnoloǵıa se pudo estudiar la estructura electrónica local cerca
de una impureza magnética aislada de Co depositada sobre superficies limpias de Cu(100) y
Cu(111), en condiciones de alto vaćıo y temperaturas de 6 K [7]. Los espectros obtenidos en
función de la diferencia de potencial entre la punta del STM y la muestra (también llamado
voltaje de “bias”) revelaron la presencia de curvas de Fano en la conductancia túnel que
pudieron ser interpretadas en términos del modelo de Kondo. El átomo de Co actúa como
una impureza magnética, aportando un nivel d localizado, mientras que los estados extendidos
de electrones de la superficie y del bulk del Cu forman la banda de conducción, obteniéndose
temperaturas de Kondo de TK = 88 K para el sistema Co/Cu(100) y de TK = 54 K para
Co/Cu(111) [7].

Otra ventaja del STM es que además de ser un instrumento de medición, es una her-
ramienta que permite construir estructuras de tamaño atómico. Utilizando la punta del
STM para mover átomos individualmente se pudieron construir corrales cuánticos de diver-
sas formas [79, 46], con un área t́ıpica de decenas de nm2 sobre superficies limpias de un
metal noble o Cu(111).

Estos metales tienen superficies de Fermi prácticamente esféricas, pero en las direcciones
[111] y equivalentes se abren “gaps” para los estados de bulk [9]. Esto permite la presen-
cia de estados tipo Shockley localizados en la superfie (111), desacoplados de los estados de
bulk, formando un gas de electrones 2D. Los corrales creados sobre estas superficies permiten
“encerrar” a los electrones del gas 2D y permiten poner en evidencia los efectos del confi-
namiento, dado que la longitud de onda de Fermi en, por ejemplo, los estados de la superficie
(111) del Cu es de ≈ 30 Å, mientras que la separación entre los átomos que forman el corral es
de t́ıpicamente ≈ 10 Å[79]. De esta manera, lejos del borde, los electrones no pueden “ver” la
discretización atómica de las paredes del corral [79]. Debido a este confinamiento, los estados
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electrónicos dentro del corral se discretizan. Sin embargo, dado que este confinamiento no
es perfecto, los electrones tienen la posibilidad de “escapar” del corral eĺıptico, y los estados
electrónicos adquieren una vida media. En el espectro de niveles, éstos no aparecen como
funciones deltiformes, sino como curvas lorentzianas con un cierto ancho. Una serie de traba-
jos teóricos han hecho énfasis en describir los aspectos cuánticos del confinamiento, aunque
tratan la f́ısica de muchos cuerpos de manera fenomenológica [80, 47, 81]. Al incorporar en el
corral una impureza magnética dentro del corral, se combinan los efectos de las correlaciones
locales en el sitio de la impureza con los efectos del confinamiento.

En el experimento de Manoharan et al. [46] mencionado en la Introducción (Cap. 1), el
corral está construido de tal forma que el nivel de Fermi de la superficie coincide con el esta-
do número 42 (en orden creciente de enerǵıa) de un corral eĺıptico. Cuando la temperatura
baja por debajo de TK , los estados de conducción confinados dentro del corral apantallan
el momento magnético de la impureza, lo que se observa en el espectro STM como una an-
tiresonancia de Fano muy angosta cerca de la enerǵıa de Fermi, localizada en el sitio de la
impureza [46]. La separación t́ıpica de niveles que se acoplan apreciablemente con la impureza
es ∆ > TK por lo que, esencialmente sólo el estado 42 participa de este apantallamiento. Di-
versos estudios teóricos han mostrado que los efectos de vida media en los estados confinados
dentro de un corral en el caso ∆ > TK , y en general en sistemas donde la estructura elec-
trónica de la banda de conducción depende fuertemente de la enerǵıa, son esenciales para el
desarrollo de la resonancia de Kondo en EF [82, 48, 83], razón por la cual es imprescindible
un cálculo adecuado de la estructura electrónica del corral vaćıo.

Un asunto de interés actual en esta área es la importancia relativa de la hibridización de
la impureza con los electrones del bulk y de la superficie 1.

Cálculos ab initio confiables de la estructura electrónica, que incluyan dichos acoplamien-
tos con la impureza en la superficie (111) de un metal noble, requieren superceldas demasiado
grandes: deben contener más de 10 capas atómicas en el plano (111) para que se genere un
estado Shockley superficial, y más de 100 átomos por capa para alcanzar el ĺımite de una
impureza diluida en la superficie [84]. Knorr et al. [7], basándose en el rápido decaimiento
de ∆dI/dV cuando se aleja la punta del STM del sitio de la impureza, y con una teoŕıa de
jellium [85], concluyeron que los estados de bulk dominaban sobre los estados de superficie en
la formación del singlete de Kondo. Esto lo confirman cálculos de tight-binding [84] y cálculos
con Grupo de Renormalización Numérica de Wilson [86, 87]. Sin embargo, recientes cálculos
teóricos realizados usando una aproximación de electrones casi libres e incluyendo los efec-
tos de los gaps en las direcciones [111] y equivalentes [88], concluyeron que el efecto Kondo
teńıa que estar dominado por los estados de superficie. Merino y Gunnarson, en un cálculo
de tipo one-body (sin correlaciones) [89], concluyeron que los estados superficiales debeŕıan
tener un rol importante en la formación del mencionado singlete. Esta falta de acuerdo pone
en evidencia que este es aún un tema abierto.

Una posible alternativa para dilucidar este problema seŕıa aprovechar la fuerte modulación
espacial que presentan las funciones de onda electrónicas superficiales dentro de un corral
cuántico, producto del confinamiento. La variación de dI/dV con la posición de una impureza

1Los estados electrónicos del bulk y de la superficie no están completamente desacoplados debido a que los
átomos del corral y de la impureza los mezclan al actuar como centros de dispersión [79].
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dentro de un corral podŕıa mostrar el peso relativo de las funciones de onda superficiales
debido a que una mayor sensibilidad al cambio de posición indicaŕıa una mayor presencia de
estados de superficie en el singlete de Kondo. Esta posibilidad ha sido estudiada teóricamente
con anterioridad mediante la utilización del Grupo de Renormalización Numérico [86]. Sin
embargo, en este trabajo los efectos del confinamiento cuántico del corral se introducen
fenomenológicamente como una modulación de la densidad de estados de conducción.

En la Sección 3.2 se expone el método utilizado en esta parte del trabajo para tratar el
problema de muchos cuerpos, conocido como método de bosones esclavos. En la Sección 3.3
se presenta el modelo y aproximaciones utilizados para representar a una impureza interac-
tuando con los electrones en una superficie nanoestructurada. En la Sección 3.4 se muestra
la derivación de una fórmula para estimar la conductancia túnel en un experimento de STM
y su conexión con la estructura electrónica del sistema estudiado. Los resultados de la con-
ductacia túnel se muestran en la Sección 3.5 y finalmente las conclusiones de esta parte se
exponen en la Sección 3.6.

3.2 El método de bosones esclavos

Este método se clasifica dentro de los métodos de N grande, como es el caso de la NCA que
discutimos en el caṕıtulo anterior. En el ĺımite U →∞ del hamiltoniano de Anderson, la doble
ocupación del orbital localizado está energéticamente prohibida (ver Sec. 2.2). Hab́ıamos
mostrado que introduciendo una representación en términos de las pseudo part́ıculas f̃ †m (de
carácter fermiónico) y e† (de carácter bosónico), los operadores de creación y aniquilación
en el orbital localizado f pod́ıan escribirse como f †m → f̃ †me y fm → e†f̃m (Ec. (2.8)).
Cambiando la notación a f †m → d†m, f̃

†
m → f †m, el v́ınculo de la Ec.(2.7) se escribe ahora como∑

m

f †mfm + e†e = 1, (3.1)

y el hamiltoniano de la Ec. (2.11) puede escribirse como

H = Hband +Hf +Hmix, (3.2)

Hband =
∑
k,m

εk nk,m, (3.3)

Hf = εf,m
∑
m

f †mfm, (3.4)

Hmix =
∑
k,m

Vk,m

(
c†k,me

†fm + H.c.
)
. (3.5)

Como ya mencionamos en el caṕıtulo anterior, hay varias formas de hacer efectivo el
v́ınculo. En el formalismo de bosones esclavos para el hamiltoniano de Anderson con U →∞,
se utiliza una proyección sobre los subespacios de interés empleando integrales funcionales
e introduciendo el v́ınculo con un multiplicador de Lagrange λ [33, 34, 35, 36]. Utilizando
el operador de número de pseudopart́ıculas (Ec. (2.9)) Q =

∑
m f
†
mfm + e†e, el v́ınculo se
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impone sumando el término λ(Q− 1) al hamiltoniano de la Ec. (3.2)

H ′(λ) = H + λ(Q− 1). (3.6)

Notando que el operador Q verifica [Q,H] = 0 (el hamiltoniano conserva el número de
pseudopart́ıculas), la función de partición del sistema puede escribirse como

ZG(λ) = Tr
[
e−β(H+λQ)

]
=
∞∑
Q=0

Z(Q)e−βλQ. (3.7)

Para proyectar sobre el subespacio f́ısicamente relevante Q0 = 1 hacemos

Z(Q0) =
β

2πi

∫ 2πi/β

0
dλ ZG(λ)eβλQ0 , (3.8)

donde se ha utilizado la representación de la delta de Kronecker [56]

δn,0 =
1

2πi

∫ 2πi

0
dx exn. (3.9)

De esta manera, es posible utilizar los métodos tradicionales de teoŕıas de campos para
part́ıculas bosónicas o fermiónicas para evaluar ZG(λ) y posteriormente proyectar sobre el
subespacio de interés.

Para evaluar la función ZG(λ) vamos a emplear el formalismo de integrales funcionales
sobre los campos bosónicos y fermiónicos. Una buena referencia sobre este método se halla
en los libros de Negele y Orland [62] y de Kleinert [63]. La función ZG(λ) puede escribirse
como [62, 63]

ZG(λ) =
∫
D[ψ,ψ]D[e, e] e−βF [ψ,ψ;e,e], (3.10)

donde

βF [ψ,ψ; e, e] =
∫ β

0
dτ

[∑
i

ψi
∂

∂τ
ψ + e

∂

∂τ
e+H ′(λ)

]
, (3.11)

es la funcional de la enerǵıa libre total del sistema a una temperatura T = 1/kBβ. Las vari-
ables de Grassman ψi(τ) y ψi(τ) representan los campos fermiónicos y los números complejos
e(τ) y e(τ) representan los campos bosónicos. Para simplificar la notación, se omiten los ar-
gumentos en el tiempo imaginario τ de los campos en la integral funcional. La integral sobre∫
D[ψ,ψ]D[e, e] indica una integral de camino sobre todas las posibles funciones ψ(τ), ψ(τ) y

e(τ), e(τ), siendo D[...] la medida usual para campos fermióncos o bosónicos [62, 63]. Estos
campos tienen las propiedades de simetŕıa [62, 63, 61]

ψ(τ + β) = −ψ(τ)
e(τ + β) = e(τ). (3.12)
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Esta representación de la función de partición es formalmente exacta, sin embargo sólo puede
ser resuelta anaĺıticamente para hamiltonianos bilineales en los campos (es decir, hamiltoni-
anos tipo “one-body”). En ese caso, para evaluar la integral funcional podemos introducir la
representación espectral

ψ(τ) =
1
β

∑
n

ψnexp[−iωnτ ],

e(τ) =
1
β

∑
ν

eνexp[−iωντ ], (3.13)

en las Ecs. (3.10) y (3.11), donde iωn = 2π(n + 1/2)/β y iων = 2πν/β (con n, ν números
enteros) son las frecuencias de Matsubara fermiónicas y bosónicas respectivamente, y ψn y eν
son variables de Grassman y bosónicas respetivamente. Dada la forma bilineal de H ′(λ), la
integral funcional puede ser evaluada exactamente como una integral gaussiana [62, 63] que,
a menos de una constante, es

ZG(λ) ∝ exp
[
−Tr ln

(
iωη1− Ĥ′(λ)

)]
, (3.14)

donde la traza debe ser entendida sobre el set completo de modos fermiónicos n y bosónicos
ν, como aśı también sobre los elementos de la base en la que se escriben las matrices iωη1 y
Ĥ′(λ), donde η = n, ν. Definiendo la matriz del propagador de una part́ıcula

Ĝ ≡
[
iωη1− Ĥ′(λ)

]−1
, (3.15)

y usando la Ec. (3.11) podemos escribir la enerǵıa libre del sistema como

F = − 1
β

Tr ln Ĝ. (3.16)

La suma de Matsubara puede evaluarse como una integral por residuos sobre el plano com-
plejo, como se indica en la Fig. 3.1 [62, 61]. Puede finalmente expresarse esta suma como
[62, 63, 61]

F = − 1
π

ImTr
∫ ∞
−∞

dω nη(ω) ln Ĝ, (3.17)

donde nη(ω) es la función de Bose nB(ω) o de Fermi nF (ω) según se trate de bosones o
fermiones, respectivamente. Para poner un ejemplo simple, supongamos un caso fermiónico
en el que la matriz H′(λ) esté escrita en una base en la que es diagonal. En ese caso, utilizando
la identidad operatorial Tr lnA = ln detA [56], la enerǵıa libre se evalúa como

F =
1
π

Im
∑
α

∫ ∞
−∞

dω nF (ω) ln (ω + i0+ − εα), (3.18)
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Figura 3.1: Evaluación de la suma de Matsubara mediante una integral en el plano complejo, para el caso
fermiónico.

donde εα son los autovalores de H′(λ). Integrando por partes, y despreciando los términos
de borde, se obtiene

F =
1
π

Im
∑
α

∫ ∞
−∞

dω

[
1
β

ln
(

1 + e−βω
)] 1

ω − εα + i0+
,

= − 1
β

∫ ∞
−∞

dω ln (1 + e−βω)ρ(ω), (3.19)

donde en la última ĺınea se utilizó la identidad 1
x+i0± = P

(
1
x

)
∓ iπδ(x) y la definición usual

de la densidad de estados ρ(ω) =
∑

α δ(ω − εα). Esta expresión es la misma que aparece en
la Ec. 7.93 de la Ref. [56].

3.2.1 La aproximación “saddle-point” o de punto de ensilladura

Si el hamiltoniano posee N grados de libertad, y éste crece extensivamente con N , puede
definirse un hamiltoniano “intensivo” h = H/N en el ĺımite N → ∞. Cuando lo reem-
plazamos en la expresión de ZG de la Ec.(3.10)

ZG(λ) =
∫
D[ψ,ψ]D[e, e] e−βNf [ψ,ψ;e,e], (3.20)

donde f = F/N , vemos que el exponente en la exponencial crece extensivamente con N . Está
claro de la fórmula de la Ec.(3.20) que aquellos campos que minimizan el valor de f son los más
probables. Al tomar el ĺımite N →∞, las fluctuaciones del sistema alrededor de estos valores
son cada vez menores, y los campos van perdiendo su dinámica natural, adquiriendo un valor
constante. Esto constituye una derivación formal para las aproximaciones de campo medio,
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en las que usualmente se “condensan” algunos grados de libertad bosónicos directamente en el
hamiltoniano 2, eliminando a priori su dinámica. Para el caso del hamiltoniano de Anderson
con U finito, la aproximación de campo medio en los operadores nd,σ = d†σdσ → 〈nd,σ〉 se
obtiene con el uso adicional de una transformación de Hubbard-Stratonovich [62, 90].

La aproximación de punto de ensilladura es formalmente equivalente a la aproximación de
campo medio, aunque su derivación a través de integrales funcionales es más general puesto
que proporciona un marco formal a partir del cual incluir correcciones sistemáticas debidas
a fluctuaciones alrededor de las configuraciones del campo medio.

3.2.2 La aproximación de punto de ensilladura en el problema de la im-
pureza de Anderson con U →∞

Para obtener los valores del campo e que minimizan la enerǵıa libre F , se estudia el movimien-
to de los fermiones en una determinada configuración estática del campo bosónico. La integral
funcional puede escribirse convenientemente en la forma

ZG(λ) =
∫
D[e, e] e−βFeff [e,e], (3.21)

donde

e−βFeff [e,e] =
∫
D[ψ,ψ] e−βF [ψ,ψ;e,e], (3.22)

donde Feff [e, e] es la enerǵıa libre efectiva habiendo integrado primero los grados de libertad
fermiónicos en una cierta configuración estática del campo bosónico e.

Como mencionamos anteriormente, la aproximación de punto de ensilladura tiene sentido
cuando se toma un ĺımite N →∞. En el hamiltoniano de Anderson de la Ec.(3.2) el número
de grados de libertad bosónicos es solamente uno, con lo que claramente no correspondeŕıa
hacer este tipo de aproximación. Sin embargo, Anderson [57] propuso usar la degeneración
magnética del orbital localizado para proporcionar un parámetro extensivo con el cual hacer
aproximaciones sistemáticas. En el caso de las tierras raras, cuando los efectos del campo
cristalino son despreciables, se tiene que N = 14, lo cual constituye una muy buena aprox-
imación 3. Sin embargo, incluso en el caso S = 1/2 (N = 2), la aproximación de punto de
ensilladura da resultados que son cualitativamente comparables con los resultados exactos
y, como veremos más adelante, contiene los principales ingredientes para describir el efecto
Kondo.

Para obtener los mı́nimos de la enerǵıa libre F formalmente se debe derivar el argumento
de la función de partición completa (Ec. (3.8))

Z(Q0) =
β

2πi

∫ 2πi/β

0
dλ×

∫
D[e, e]e−β(Feff [e,e]−λQ0), (3.23)

2Las variables de Grassman no pueden ser condensadas
3En lo sucesivo, como en el caṕıtulo anterior,N denota la degeneración magnética del orbital localizado.
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es decir, redefiniendo Feff →= Feff − λQ0, las ecuaciones del “saddle-point” son

δFeff
δe(τ)

= 0, (3.24)

∂Feff
∂λ

= 0. (3.25)

Nótese que la primera de estas ecuaciones es una derivada funcional. Algo equivalente es
introducir primero la representación espectral (Ec. (3.13)), y luego realizar derivadas comunes
con respecto a las variables eν . Dado que supondremos que el campo bosónico no tiene
dinámica e(τ) ≡ e, sólo será no nulo el elemento ν = 0 en la representación espectral de
la Ec. (3.13). La integral funcional en la Ec.(3.22) puede resolverse exactamente, ya que
se trata de un problema efectivo bilineal. La matriz del operador Ĝ−1 (Ec. (3.15)), para
un modo fermiónico de Matsubara iωn y para la proyección m del momento angular en la
dirección z, puede escribirse en forma matricial como

Ĝ−1
m (iωn) = iωn1− Ĥ′m(λ)

=


(iωn − εf,m − λ) e0V k=k1 e0V k=k2 e0V k=k3 . . .

e0Vk=k1 (iωn − εk=k1) 0 0 . . .
e0Vk=k2 0 (iωn − εk=k2) 0 . . .
e0Vk=k3 0 0 (iωn − εk=k3) . . .

...
...

...
. . .

 ,

donde se ha elegido la base de tal manera que el primer elemento denota el fermión fm, y
el resto de los elementos están formados por los electrones de la banda de conducción (dado
que hemos utilizado una base diagonal para los electrones de conducción, ésta diagonaliza la
matriz inferior). En lugar de encontrar las combinaciones lineales de campos que diagonalizan
la matriz del hamiltoniano H′m(λ) , vamos a utilizar la identidad [36]

Tr ln
[
A C
C† B

]
= Tr lnB + Tr ln (A− C†B−1C). (3.26)

De esta manera, podemos separar las contribuciones a Feff en una parte que viene del electrón
f y otra que viene de los electrones de conducción. Definiendo las funciones de Green no
interactuantes

G0
ff,m(iωn) ≡ (iωn − εf,m − λ)−1 , (3.27)

G0
kk,m(iωn) ≡ (iωn − εk)−1 , (3.28)

y la función de Green de los electrones f acoplados con la banda de conducción

[Gff,m(iωn)]−1 = [G0
ff,m(iωn)]−1 −

∑
k

|e0Vk|2

iωn − εk
, (3.29)

= iωn − εf,m − λ−
∑
k

|e0Vk|2

iωn − εk
(3.30)
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De esta manera, usando estas expresiones y la identidad de la Ec.(3.26) en la Ec.(3.16)
obtenemos Feff = Fboson + Ffermion, donde Fboson = (e2

0 − 1)λ, y

Ffermion = − 1
β

∑
m

Tr ln Ĝm

= − 1
β

∑
m

Tr ln Ĝ0
band,m −

1
β

∑
m

Tr lnGff,m. (3.31)

Identificando la contribución a la enerǵıa libre total que proviene de los electrones de conduc-
ción desacoplados del nivel localizado f como F0 = − 1

β

∑
m Tr ln Ĝ0

band,m, podemos definir la
parte de la enerǵıa libre que surge del acoplamiento con la impureza como

∆Feff = Feff − F0,

= (e2
0 − 1)λ− 1

β

∑
m

∑
n

lnGff,m(iωn). (3.32)

De esta manera, las Ecs. (3.24) y (3.25) pueden expresarse como

0 =
∂∆Feff
∂e0

= λ+
1
β

∑
m

∑
n

Gff,m(iωn)
∑
k

|Vk|2G0
kk,m(iωn), (3.33)

0 =
∂∆Feff
∂λ

= e2
0 +

1
β

∑
m

∑
n

Gff,m(iωn)− 1. (3.34)

Las sumas de Matsubara se pueden evaluar mediante integrales en el plano complejo (ver
Fig. 3.1), y se obtiene

0 = λ− 1
π

∑
m

Im

[∫ ∞
−∞

dω Gff,m(ω + i0+)
∑
k

|Vk|2G0
kk,m(ω + i0+)

]
, (3.35)

0 = e2
0 −

1
π

∑
m

Im

[∫ ∞
−∞

dω
∑
n

Gff,m(ω + i0+)

]
− 1. (3.36)

Se obtiene el mismo resultado condensando directamente el campo bosónico en el hamilto-
niano H ′(λ) de la Ec. (3.6) en una descripción tipo campo medio usual, y minimizando
la enerǵıa libre del hamiltoniano fermiónico bilineal efectivo Heff = Heff (λ, e0) que se ob-
tiene con este procedimiento respecto de las variables λ, e0. Si estamos a T = 0, se puede
usar el teorema de Hellman-Feynman [91, 92] para simplificar el cálculo y la obtención de
las ecuaciones del punto de ensilladura. Partiendo de la expresión de la enerǵıa del estado
fundamental Eg = 〈Ψg|Heff |Ψg〉, se obtiene

∂Eg
∂e0

=
∂

∂e0
[〈Ψg|Heff |Ψg〉] =

〈
Ψg

∣∣∣∣∂Heff

∂e0

∣∣∣∣Ψg

〉
= 0,

∂Eg
∂λ

=
∂

∂λ
[〈Ψg|Heff |Ψg〉] =

〈
Ψg

∣∣∣∣∂Heff

∂λ

∣∣∣∣Ψg

〉
= 0, (3.37)
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donde los valores medios en el estado fundamental del sistema completo pueden obtenerse
mediante ecuaciones de movimiento [93].

De la Ec. (B.8) del Apéndice B.1, puede verse que en un caso isotrópico, en el ĺımite de
Kondo e0 → 0 (ocupación 〈nf 〉 → 1), implica λ→ εf y reemplazando esto en la Ec. (B.7) se
puede aproximar Γ̃ = e2

0Γ, con Γ = πV 2ρc, como

Γ̃ = Dexp−
π|εf |
ΓN , (3.38)

que es exactamente la misma expresión para TK que se obtuvo en la Ec. (2.54) en el contexto
del método variacional . Esta es esencialmente la derivación del campo medio aplicado al
modelo de Anderson de Newns y Read [34, 56]. La fenomenoloǵıa obtenida con este método
corresponde a la f́ısica del efecto Kondo.

3.2.3 Interpretación f́ısica de la aproximación de punto de ensilladura

La aproximación de punto de ensilladura da como resultado un problema efectivo de electrones
no correlacionados. La expresión del propagador de una part́ıcula para el electrón d con
S = 1/2 es

Gdd,σ(τ) = 〈Tτdσ(τ)d†σ(0)〉,
= 〈Tτe†(τ)fσ(τ)f †σ(0)e(0)〉 (3.39)

donde T es el operador de ordenamiento temporal en el tiempo imaginario τ . En la aproxi-
mación de punto de ensilladura

Gdd,σ(τ) → e2
0〈Tτfσ(τ)f †σ(0)〉, (3.40)

lo que permite interpretar al factor e2
0 como el peso de cuasipart́ıcula Z en una teoŕıa de

ĺıquido de Fermi donde las cuasipart́ıculas son las excitaciones fermiónicas dadas por Gff,σ.
Esto es consistente con la descripción del problema de Kondo en términos de cuasipart́ıculas
no interactuantes a T → 0 dada por Nozières [24]. El campo bosónico condensado e2

0 describe
los movimientos electrónicos colectivos en el ĺıquido de Fermi. Desde este punto de vista, la
resonancia en ω = εd+λ que aparece en la densidad espectral ρf (ω) = −ImGff,m(ω+ i0+)/π
en la Ec. (3.30) es la resonancia de Kondo en el nivel de Fermi, cuyo peso integrado es el
peso de cuasipart́ıcula Z.

La desventaja de esta aproximación es que sólo describe el pico de Kondo y se pierden
los detalles de los picos de carga.

Como se argumentó en la Sec. 3.2.1, el campo medio es exacto en el ĺımite de degeneración
infinita N →∞. Las teoŕıas de campo medio se caracterizan por la ruptura de simetŕıas. En
este caso, la simetŕıa que se rompe es una simetŕıa de gauge: el hamiltoniano es invariante
ante la operación de simetŕıa

e → e exp[iθ],
f → f exp[iθ], (3.41)
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en los operadores. El rompimiento espontáneo de simetŕıa es posible para N → ∞, pero
no para N finito. El teorema de Elitzur [94] predice que ninguna simetŕıa de gauge local
puede ser rota. Sin embargo, la solución de campo medio rompe esta simetŕıa, dando valores
no nulos para los valores medios 〈e†〉 = 〈e〉 = e0. Dado que la simetŕıa de gauge es una
simetŕıa continua, al romperse esta simetŕıa aparece un modo de enerǵıa cero, que se conoce
como modo de Goldstone [62, 90]. Newns y Read [34] calcularon las correcciones debidas a
las fluctuaciones alrededor de la solución de campo medio y obtuvieron como resultado una
divergencia de éstas. Posteriormente, demostraron que eran las fluctuaciones de la fase eiθ las
que diverǵıan debido a la falta de restricciones en su dinámica. Cuando se tienen en cuenta,
destruyen la fase con simetŕıa rota. Esto se interpreta como que la simetŕıa local es restau-
rada por las fluctuaciones del modo de Goldstone. Utilizando una transformación de gauge
adecuada en los campos, Newns y Read pudieron factorizar los términos divergentes prove-
nientes de las fluctuaciones de la fase y pudieron calcular correcciones por fluctuaciones en
el campo bosónico. Coleman [36] demostró que puede interpretarse a las aproximaciones en
1/N como aproximaciones en las que la simetŕıa está “prácticamente rota”, es decir, partien-
do de la solución de campo medio (que rompe la simetŕıa), pueden incorporarse correcciones
sistemáticas incluyendo fluctuaciones de la componente radial de orden 1/N , tratando cuida-
dosamente las fluctuaciones de la fase. Con estas correcciones, el cálculo de la densidad
espectral a orden 1/N muestra una nueva resonancia en εf , por debajo del nivel de Fermi,
que se interpreta como el pico de transferencia de carga. De todas maneras, el peso de esta
resonancia no es el correcto [36] a ese orden y la complejidad para incorporar correcciones de
mayor orden no permiten ir mucho más lejos.

3.2.4 Formulación de Kotliar y Ruckenstein para U finito

Dentro de las muchas implementaciones posibles del método de part́ıculas auxiliares, el
método de bosones esclavos introducido por Kotliar y Ruckenstein [95] ha sido ampliamente
utilizado para representar problemas en los que el parámetro U es finito. Esto permite estu-
diar problemas en los que la doble ocupación del estado d no es despreciable. Originalmente
fue pensado para el modelo de Hubbard, pero su extensión al modelo de Anderson es trivial.
En esta formulación, los estados a representar para el caso S = 1/2 son el estado vaćıo |0〉,
los estados simplemente ocupados con un fermión con proyección σ: d†σ|0〉 y un estado doble
ocupado d†↑d

†
↓|0〉. Se define una extensión de la representación anterior

|0〉 → e†|0〉,
d†σ|0〉 → g†σf

†
σ|0〉,

d†↑d
†
↓|0〉 → h†f †↑f

†
↓ |0〉, (3.42)

donde los operadores están sujetos a los v́ınculos

e†e+
∑
σ

g†σgσ + h†h = 1, (3.43)

d†σdσ = g†σgσ + h†h. (3.44)
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Al igual que antes, el operador de creación e† es bosónico y se asocia al estado vaćıo, y f †σ
es fermiónico. Para poder representar el estado doblemente ocupado es necesario aumentar
el número de los operadores auxiliares: los nuevos operadores de creación g†σ y h† verifican
relaciones de conmutación bosónicas y se vinculan a los estados simplemente ocupados y al
estado doblemente ocupado, respectivamente.

El hamiltoniano de Anderson para U finito puede escribirse en esta representación como
[95]

H = Hc +Hd +Hmix

Hbulk =
∑
k,σ

εkc
†
k,σck,σ

Hd = εd
∑
σ

f †σfσ + Uh†h

Hmix =
∑
k,σ

Vkf
†
σ

(
g†σe+ h†gσ

)
ck,σ + H.c. (3.45)

Introduciendo los v́ınculos de las Ecs. (3.43) y (3.44) mediante los multiplicadores de La-
grange λ′ y λσ respectivamente, puede evaluarse formalmente la función de partición Z me-
diante el formalismo de la integral funcional, como en el caso anterior. Con la aproximación
de punto de ensilladura en la integral funcional, minimizando la enerǵıa libre F respecto de
los parámetros λσ, λ, e0, gσ,0 y h0, se han obtenido resultados que son comparables a la
aproximación de Gutzwiller en el hamiltoniano de Hubbard [95].

Sin embargo, en el ĺımite no interactuante U → 0, la implementación del campo medio da
resultados erróneos. Esto puede verse observando que todas las configuraciones posibles de la
impureza (los 4 estados de la representación Ec.(3.42)) son igualmente probables en el caso
en que hay simetŕıa electrón-hueco y para U → 0, dando un valor de e2

0 = g2
σ,0 = h2

0 = 1/4 en
la aproximación de campo medio. Estos valores numéricos pueden absorberse en un elemento
de matriz de hopping efectivo Ṽk = Vk/4 en el hamiltoniano de Anderson de la Ec. (3.45), lo
que conduce a un ĺımite no interactuante erróneo.

Kotliar y Ruckenstein propusieron una forma de recuperar el ĺımite no interactuante
correcto, introduciendo los operadores [95]

Aσ =
1√(

1− e†e− s†σsσ
) , (3.46)

Bσ =
1√(

1− s†σsσ − h†h
) , (3.47)
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en el hamiltoniano de Anderson de la Ec. (3.45)

H = Hc +Hd +Hmix

Hbulk =
∑
k,σ

εkc
†
k,σck,σ

Hd = Ed
∑
σ

f †σfσ + Uh†h

Hmix =
∑
k,σ

Vkf
†
σ

[
Aσ(g†σe+ h†gσ)Bσ

]
ck,σ + H.c. (3.48)

Esto no tiene consecuencias si los v́ınculos son tratados exactamente, pero en la aproximación
de campo medio, permiten compensar el factor 1/4 en el elemento Ṽk.

Mientras que de esta manera se recupera el ĺımite no interactuante, el ĺımite U →∞ da
resultados incorrectos al incorporar las ráıces de Kotliar y Ruckenstein (ver Apéndice B.2).
Es conveniente recordar esto al tratar este ĺımite en las secciones siguientes.

3.3 Modelo para una impureza magnética en una superficie
nanoestructurada

A continuación describimos el modelo utilizado para describir la estructura electrónica de
un sistema formado por una impureza magnética (por ejemplo, un átomo de Co) en una
superficie de Cu(111) en presencia o no de un corral cuántico.

Consideraremos sólo un nivel d localizado en el sitio de la impureza. Esta simplificación
se basa en recientes estudios teóricos [88, 89, 96] que consideran al orbital d3z2−r2 del átomo
de Co más hibridizado con la superficie. Esto a su vez está confirmado con cálculos “tight-
binding”, que además afirman que los electrones del bulk prefieren los estados dxz y dyz para
acoplarse [84]. Una separación de los niveles d es de cualquier manera esperable, dado que
la presencia de la superficie rompe la simetŕıa de rotación continua (grupo SO(3)) en el sitio
de la impureza.

El modelo utilizado en este trabajo es el hamiltoniano de Anderson para una impureza
con S = 1/2, convenientemente generalizado

H = Hsup +Hbulk +Hd +Hmix

Hsup =
∑
j,σ

εsjs
†
j,σsj,σ

Hbulk =
∑
j,σ

εbjb
†
j,σbj,σ

Hd = Ed
∑
σ

d†σdσ + Ud†↑d↑d
†
↓d↓

Hmix =
∑
j,σ

V s
j d
†
σsj,σ + H.c.+

∑
j,σ

V b
j d
†
σbj,σ + H.c. (3.49)

donde s†j,σ(b†j,σ) crea un electrón en el j-ésimo estado de conducción de la superficie (bulk).
Suponemos que el problema de los electrones de la superficie en presencia de un corral cuántico
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o en la superficie limpia, está resuelto y que los estados ψsjσ(~r) = 〈~r|s†j,σ|0〉 son los autoestados
en el caso que corresponda (en la sección siguiente daremos un ejemplo para el caso de un
corral circular). De esta manera se omite en la expresión del hamiltoniano de la Ec.(3.49)
un término que de cuenta del potencial de confinamiento en el caso de existir un corral.
El operador d†σ crea un electrón en la impureza, situada en la posición ~ri en la superficie.
Suponemos que la hibridización puede escribirse como [47]

V s
j = VslCuψ

s
j (~ri),

V b
j = Vbψ

b
j(~ri). (3.50)

Los parámetros Vs y Vb son elementos de hopping en un modelo tight-binding y lCu =√
1/NCu = 2.38 Å, donde NCu es el número de átomos de Cu por unidad de superficie.

Suponemos además una densidad de estados de bulk constante, aunque recientes estudios
teóricos [88, 89, 96] apuntan hacia una significativa dependencia de los elementos de matriz
con el vector de onda ~k.

3.3.1 Estados confinados en un corral circular

Con el objeto de estudiar los efectos del confinamiento electrónico en un corral cuántico, se
propuso utilizar una geometŕıa circular, dado que este modelo posee una solución anaĺıtica
sencilla, lo que a su vez simplifica el tratamiento del problema de muchos cuerpos. Por
otra parte, se han realizado experimentos en esta geometŕıa [97] para estudiar el efecto de
interacciones entre dos impurezas y la presencia simultánea de dos espejismos cuánticos. Más
allá de esto, el mismo tratamiento que aqúı se presenta puede ser extendido a un caso más
general.

El punto inicial de nuestra descripción de los electrones en la superficie es un gas de
electrones 2D no interactuantes, que representa a la banda superficial del metal noble o Cu
(111). La barrera de átomos que forman el corral circular se modeló mediante un potencial
continuo deltiforme Wδ(r− r0), donde r es la distancia al centro del ćırculo y r0 su radio. La
aproximación de una barrera continua simplifica notablemente el tratamiento y está basada
en el hecho que la longitud de onda de los electrones en el nivel de Fermi es de λF ≈ 30 Å,
mientras que la separación atómica entre los átomos del corral es de ≈ 10 Å, lo que desde el
punto de vista de los electrones confinados, produce que la discretización de las paredes del
corral no pueda ser distinguida.

La proyección del momento angular perpendicular al plano de la superficie lz = ±m es
un buen número cuántico, debido a la simetŕıa de rotación alrededor del centro del corral.
Para cada m y enerǵıa E = (~k)2/2m∗e, donde m∗e es la masa efectiva de los electrones,
los autoestados de la superficie pueden describirse de la forma ψk,m(r, θ) = φk,m(kr)eimθ en
coordenadas polares, y la ecuación de Schrödinger radial 2D se escribe como

− ~
2

2m∗e

1
r

∂

∂r

(
r
∂φkm
∂r

)
+
[

(~m)2

2m∗er2
+Wδ(r − r0)− E

]
φkm = 0. (3.51)

Las soluciones a esta ecuación radial pueden ser escritas como

φ<k,m = f(k)Jm(kr)

φ>k,m = f(k) (Am(k)Jm(kr) +Bm(k)Ym(kr)) , (3.52)
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donde f(k) es una constante de normalización, Jm(Ym) es la función de Bessel de orden m
de primera (segunda) especie, y los coeficientes Am(k) y Bm(k) son funciones del momento
k. De la condición de continuidad de φkm, y de la discontinuidad de su derivada primera en
r0, y utilizando expresiones conocidas para las derivadas de la función de Bessel, se obtiene

Am(k) = 1 +
2m∗eW/(~

2k)
Ym+1(kr0)
Ym(kr0) −

Jm+1(kr0)
Jm(kr0)

,

Bm(k) = (1−Am(k))
Jm(kr0)
Ym(kr0)

. (3.53)

En presencia de una barrera W finita, los autoestados forman un continuo dado por los
valores reales de k. Sin embargo, resulta muy útil para simplificar la descripción f́ısica del
corral circular vaćıo, realizar un desarrollo utilizando los autoestados resonantes [50, 98, 99]
del mismo. En particular podemos realizar una expansión de la función de Green dentro del
corral en términos de una contribución de estos estados discretos. La función de Green no
interactuante de los electrones superficiales puede ser definida como

G0
ss(z;~r1, ~r2) ≡

∑
k,m

ψk,m(~r1)ψk,m(~r2)
z − εk,m

, (3.54)

=
∑
m

∫ ∞
0

dk
dn

dk
f2 Jm(kr)Jm(kr′) eim(θ−θ′)(

z − (~k)2

2m∗e

) , (3.55)

En principio, esta última integral puede extenderse al plano k complejo y evaluarse por el
método de residuos. Un problema técnico es que las funciones de Bessel divergen para k
imaginario infinito, y debe entonces suponerse una enerǵıa de corte para completar la inte-
gral en un contorno infinito. Esto sin embargo no altera la f́ısica del problema ya que en los
sistemas de la materia condensada siempre existe una enerǵıa de corte o cut-off natural dado,
por ejemplo, por el ancho de la banda de conducción del gas de electrones 2D. Extendemos
anaĺıticamente la integral de la Ec. (3.55) al plano complejo, suponiendo un contorno de
integración cerrado de radio R → ∞ en el semiplano superior como en la Fig. 3.1. La con-
tribución de los bordes en R→∞ se anula suponiendo una enerǵıa de corte, y la complicada
expresión integral de la función de Green no interactuante (Ec. (3.1)) puede expresarse en
términos de los residuos en los polos como [50, 98, 99]

G0
ss(z; r, θ, r

′, θ′) =
∑
n,m

Cmn Jm(kmn r)Jm(kmn r
′) eim(θ−θ′)

z − εmn + iδmn
, (3.56)

donde kmn son los polos complejos que provienen del término de normalización f2(k), dado que
las funciones de Bessel Jm(z) son anaĺıticas en todo el plano complejo [100]. Los coeficientes
Cmn son los residuos del integrando en los polos

Cmn = − i kmn
∂(A2

m(k)+B2
m(k))

∂k |k=kmn

. (3.57)
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Los polos complejos kmn representan los valores discretos de los autoestados resonantes, y
verifican (~kmn )2/2m∗e = εmn + iδmn , donde εmn representa la enerǵıa del estado resonante y
δmn el ancho correspondiente a ese estado. Se verifica que en el ĺımite W → ∞, δmn → 0,
recuperándose el ĺımite del corral circular con paredes perfectamente ŕıgidas. Considerando
los polos complejos con enerǵıas menores a 2 o 3 veces EF se logra una descripción muy
razonable de la densidad de estados de conducción en el corral para las enerǵıas menores al
nivel de Fermi [50, 98].

En el cálculo del problema de muchos cuerpos, es importante conocer las propiedades del
sistema no interactuante cerca de EF . Para tal fin se define la cantidad δF como el ancho δmn
del nivel resonante más cercano a EF .

Figura 3.2: Densidad del estado en el nivel de Fermi con simetŕıa par, para un corral circular de r0 = 63.5
Åy W = 7~2/2m∗er0 ' 1.19 eV Å.

Para poner un caso concreto, se estudió un corral circular con r0 = 63.5 Å, como el
realizado en expermientos recientes [97]. El valor de la enerǵıa del fondo de la banda de
conducción de la superficie Ds ≈ −0.4 eV se obtuvo de las mediciones experimentales de
STM [79] en Cu(111). Con estos parámetros, el nivel que cae en EF es el estado km=1

n=4 . Los
valores del parámetro W se fijaron de tal manera de reproducir el ancho δF observado en
diversos experimentos [79, 46]. Para el valor observado de δF = δ1

4 = 40 meV, es necesario
fijar W = 7~2/2m∗er0 ' 1.19 eV Å, donde se utilizó el valor de la masa efectiva electrónica
en la superficie de Cu(111) m∗e = 0.38me [79, 101].

En la Fig. 3.2 se muestra la dependencia espacial de |J1(k1
4r) cos θ|2, la densidad del

estado con simetŕıa par en el nivel de Fermi. El estado ortogonal a éste es proporcional a
sin θ. Mediante la expansión de la Ec.(3.56) es posible obtener la densidad local de estados
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de conducción para puntos interiores al corral usando [61, 56]

ρ0
s(ω, r, θ) = − 1

π
ImG0

ss(ω + i0+; r, θ, r, θ) (3.58)

En adelante, dada la simetŕıa de rotación del ćırculo, se omitirá la variable θ.
La Fig. 3.3 muestra la densidad local ρ0

s(ω, r) a distintas posiciones radiales. Se observa
que las curvas se anulan para ω < Ds = −0.4 eV, es decir, por debajo de la enerǵıa corte no
hay estados accesibles. En general, todas las curvan presentan resonancias que se ensanchan
a medida que aumenta la enerǵıa. Esto simplemente refleja el hecho de que un electrón de
la superficie tiene más probabilidad de salir del corral cuanto mayor es su enerǵıa, es decir,
su vida media se acorta. Cerca del fondo de la banda superficial, los estados tienen una
vida media mucho mayor. Los estados que contribuyen a ρ0

s(ω, r = 0) (ĺınea continua en la
Fig. 3.3) son solamente los estados con proyección angular m = 0, dado que son los únicos
que tienen peso en el centro del corral por no sentir los efectos de la barrera centŕıfuga. En
cambio, para otras posiciones en el corral, ρ0

s(ω, r) es una suma de contribuciones de estados
con diferente número cuántico m. En general, si fijamos una enerǵıa y nos movemos a lo
largo del radio del ćırculo, vemos que las resonancias modifican su intensidad. Por ejemplo,
la resonancia km=1

n=4 en el nivel de Fermi, tiene un máximo en r/r0 ≈ 0.15, dado que la función
de Bessel Jm=1(km=1

n=4 r) tiene alĺı su primer y más intenso máximo (ver Ec.(3.56)). Es esta
variación en la intensidad de ρ0

s(ω, r) con la posición la que podŕıa utilizarse para dilucidar la
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Figura 3.3: Densidad de estados no perturbada ρ0
s de un corral circular de radio r0 = 6.35 nm, en función

de la enerǵıa. El parámetro W ha sido ajustado para obtener un ancho en el estado resonante en el nivel de
Fermi a r/r0 = 0.15 de δF ≈ 40 meV.
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contribución relativa de los estados de superficie y de bulk al singlete Kondo, dado que éstos
últimos no presentan variación con la posición.

Cálculos numéricos realizados en un corral circular de las mismas dimensiones y valor
de W [50] indican una variación aproximadamente lineal de los anchos δmn en función de la
enerǵıa εmn , δmn ' aεmn . Esta variación puede verse indirectamente en los anchos de los niveles
en la Fig. 3.3. Sin embargo, las mediciones experimentales de la densidad local de estados en
un ćırculo [79] indican una variación mucho más suave de los anchos para el rango de enerǵıas
de interés, en la forma aproximada δmn ' δ0 + a′εmn , con a′ � a. Esta discrepancia puede
deberse a la existencia de mecanismos adicionales de decaimiento (por ej.: scattering contra
los átomos del corral) que no están considerados en este modelo para el corral cuántico y
que conducen a una variación más suave de los anchos con la enerǵıa. De cualquier manera,
esto no altera las conclusiones generales debido a que lo más importante para el problema de
muchos cuerpos ocurre cerca de EF y a que la discretización inducida por el corral separa a
los estados uno de otro. De cualquier manera, la incorporación de más canales de decaimiento
es posible generalizando apropiadamente el modelo propuesto.

3.3.2 Método de bosones esclavos en campo medio.

Dado que el método de bosones esclavos en campo medio da la dependencia exponencial cor-
recta de TK en función de los parámetros del modelo de Anderson, es una buena aproximación
para estudiar las propiedades del sistema cerca de la enerǵıa de Fermi.

El hamiltoniano de la Ec. (3.49) en el ĺımite U → ∞ se escribe en la representación
bosónica de Coleman en la forma

H = Hsup +Hbulk +Hd +Hmix +Hconstr, (3.59)

Hsup =
∑
j,σ

εsjs
†
j,σsj,σ, (3.60)

Hbulk =
∑
j,σ

εbjb
†
j,σbj,σ, (3.61)

Hd = εd
∑
σ

f †σfσ, (3.62)

Hmix =
∑
j,σ

V s
j f
†
σesj,σ + H.c.+

∑
j,σ

V b
j,σf

†
σebj,σ + H.c., (3.63)

Hconstr =

(
e†e+

∑
σ

f †σfσ − 1

)
λ. (3.64)

Las ecuaciones que surgen al minimizar el valor medio de 〈Heff 〉, donde Heff es el hamil-
toniano que se obtiene al realizar la aproximación de punto de ensilladura en la Ec. (3.59),
son

∂〈Heff 〉
∂λ

= 0 → e2
0 = 1−

∑
σ

〈nf,σ〉, (3.65)

∂〈Heff 〉
∂e0

= 0 → 0 = λ+
1

2e0

∑
j,σ

〈V s
j f
†
σsj + H.c.〉+

1
2e0

∑
j,σ

〈V b
j f
†
σbj + H.c.〉 (3.66)
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donde hicimos uso del teorema de Hellman-Feynman. Utilizando ecuaciones de movimiento
[93]

(ω − εd)〈〈fσ; f †σ〉〉 = 1 +
∑
j

e0V
s
j 〈〈sj,σ; f †σ〉〉+

∑
j

e0V
b
j 〈〈bj,σ; f †σ〉〉,

(ω − εsj)〈〈sj,σ; f †σ〉〉 = e0V
s
j〈〈fσ; f †σ〉〉, (3.67)

(ω − εbj)〈〈bj,σ; f †σ〉〉 = e0V
b
j〈〈fσ; f †σ〉〉, (3.68)

donde se utilizó la notación de Zubarev [93] 〈〈fσ; f †σ〉〉 ≡ Gff,σ, 〈〈sj,σ; s†j,σ〉〉 ≡ [Gss,σ]jj
y 〈〈bj,σ; b†j,σ〉〉 ≡ [Gbb,σ]jj y, utilizando las definiciones de las Ecs.(3.54) y (3.50), podemos
escribir expĺıcitamente en coordenadas cartesianas

Gff (z, ~ri) =
[
z − (εd + λ)(lCuVse0)2G0

ss(z, ~ri, ~ri)− (Vbe0)2G0
bb(z, ~ri, ~ri)

]−1
,

donde se ha eliminado el ı́ndice de spin para simplificar la notación. Vemos que aparece una
dependencia espacial en Gff por el hecho de estar la impureza hibridizada con los estados
superficiales a través de los elementos de matriz de la Ec. (3.50). Los valores medios de las
Ecs. (3.65) y (3.66) se evalúan como

〈nf,σ〉(~r, e0, λ) = − 1
π

∫
dω nF (ω)ImGff (ω + i0+, ~ri),

S(~ri, e0, λ) ≡ 1
e0

∑
j

〈V s
j f
†sj + H.c.〉,

= −2(lCuVs)2

π

∫
dω nF (ω)Im[G0

ss(ω + i0+, ~ri, ~ri)Gff (ω + i0+, ~ri)],

B(~ri, e0, λ) ≡ 1
e0

∑
j

〈V b
j f
†bj + H.c.〉,

= − 2
π
V 2
b

∫
dω nF (ω)Im[G0

bb(ω + i0+, ~ri, ~ri)Gff (ω + i0+, ~ri)],

donde nF (ω) es la función de Fermi y donde se utilizó el desarrollo de G0
ss en términos de

polos complejos de la Ec. (3.56).

3.4 Cálculo de la conductancia túnel

En un experimento de STM, el objeto de medición es la corriente túnel que se establece entre
la punta del STM y la muestra. Esta corriente contiene información acerca de la estructura
electrónica de la muestra, que puede ser analizada en función de la diferencia de potencial V
aplicada entre la muestra y la punta del STM. La corriente túnel en la posición bidimensional
~rt de la punta del STM se relaciona con la estructura electrónica de la muestra en la forma
[51, 98]

I(~rt) ∝
∑
σ

∫ EF+eV

EF

dω ρtσ(ω,~rt). (3.69)
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Derivando respecto de la diferencia de potencial V

dI

dV
(~rt) ∝

∑
σ

ρtσ(ω,~rt) = − 1
π

∑
σ

ImGrtt,σ(ω,~rt), (3.70)

donde Grtt,σ(ω,~rt), es la función de Green retardada de los electrones de la muestra que
se acoplan con la punta del STM. En general, debido a que el decaimiento de los estados
Schockley en la dirección perpendicular a la superficie es mucho menor que el de las funciones
de onda de los estados d del átomo de Co, la punta del STM se acopla con principalmente
con los electrones de conducción superficiales. Sin embargo, una parte de la corriente túnel
podŕıa venir de un acoplamiento directo con la impureza, cuando ~rt = ~ri, donde ~ri es el sitio
de la impureza de Co. Y otra parte de la corriente túnel podŕıa venir de un acoplamiento
directo con los electrones del bulk. De esta manera, la forma más general del estado que se
acopla con la punta del STM está dada por [98]

Ψ†σ(~rt)|0〉 =

∑
j

ψsj (~rt)s
†
jσ + p

∑
j

ψbj(~rt)b
†
jσ + q(|~rt − ~ri|)d†σ

 |0〉, (3.71)

donde el operador de campo fermiónico Ψ†σ(~rt) crea un electrón en el sitio ~rt que se transfiere
a la punta del STM. Los parámetros p y q(~r) describen, respectivamente, el acoplamiento
directo de la punta del STM con los estados de bulk y con la impureza. Debido a la fuerte
localización de los electrones d, en adelante se supondrá q(~r) = qδ(~r). Para obtener una ex-
presión de Grtt,σ(ω,~rt) en términos de funciones de Green conocidas, utilizamos las ecuaciones
de movimiento

(ω − εcj)〈〈cj,σ; c†j′,σ〉〉 = δj,j′ + V
c
j〈〈dσ; c†j′,σ〉〉,

(ω − εcj)〈〈dσ; c†j′,σ〉〉 = V c
j′〈〈dσ; d†σ〉〉, (3.72)

donde c = s o b. Para facilitar la notación, en lo sucesivo se omite el ı́ndice de spin. Calculando
las funciones de Green no interactuantes de los electrones del bulk y de la superficie como
[64]

G0
cc(~r1, ~r2, ω) =

∑
j

ψ
c
j(~r1)ψcj(~r2)
ω − εcj

, (3.73)

se puede obtener una expresión para la función de Green de interés

Gtt(~rt, ~ri, ω) = (lCu)2G0
ss((~rt, ~ri, ω) + p2G0

bb(~rt, ~ri, ω) + ∆Gtt(~rt, ~ri, ω), (3.74)
∆Gtt(~rt, ~ri, ω) = F (~rt, ~ri, ω)F (~ri, ~rt, ω)Gdd(ω), (3.75)
F (~r1, ~r2, ω) = Vs(lCu)2G0

ss(~r1, ~r2, ω) + pVbG
0
bb(~r1, ~r2, ω) + q(|~r1 − ~r2|). (3.76)

De estas ecuaciones se desprende que la dependencia espacial de la conductancia difer-
encial está dada enteramente a través de las funciones no interactuantes G0

ss, G
0
bb. Por otro

lado, la parte no trivial de este cálculo es la obtención de Gdd, que tiene los efectos de las
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correlaciones. La observación de una resonancia de Fano de ancho TK [46, 7] en la cantidad
∆dI/dV en el sitio de la impureza puede entenderse de manera sencilla para la superficie
abierta suponiendo que p = q = 0 en las Ecs. (3.74), (3.75) y (3.76). En ese caso, la función
de Green G0

ss puede aproximarse como

G0
ss(~rt, ~rt, ω) =

∑
j

1
ω + i0+ − εsj

≈ ρs
[
ln
∣∣∣∣D + ω

D − ω

∣∣∣∣− iπθ(D − |ω|)] , (3.77)

donde D es el semiancho de la banda de conducción y ρc es la densidad de estados de
conducción. Con esta aproximación, puede verse fácilmente que, cerca del nivel de Fermi
(ω ≈ 0)

∆
dI

dV
(~rt, ~rt, ω) ∝ ρtσ(~rt, ~rt, ω)− ρc,

= −V 2
s ρd,σ(ω), (3.78)

donde se usaron las Ecs. (3.70) y (3.74)-(3.76). Lo interesante de este resultado es que indica
la presencia de una antiresonancia en el nivel de Fermi si está presente el efecto Kondo.
Este es el efecto fundamental de la f́ısica de Kondo sobre los electrones de conducción en
un espectro STM, y se interprenta tradicionalmente en el contexto de la nube de Kondo:
los electrones de conducción “faltantes” (notar el signo - en la expresión de la Ec.(3.78)) se
encuentran apantallando el momento magnético de la impureza.

En el caso más general en el que interfieren varios canales en la corriente túnel (p, q 6= 0),
se obtiene una curva tipo Fano para ∆dI/dV [7].

3.5 Resultados

3.5.1 Cálculo de ∆dI/dV en función del voltaje en la superficie limpia

Dada la complejidad en las Ecs. (3.65) y (3.66), no hay soluciones anaĺıticas sencillas y deben
resolverse autoconsistentemente en forma numérica. Una vez que se obtienen los valores de
λ y e0 que satisfacen ambas ecuaciones simultáneamente, se pueden calcular las propiedades
del sistema, como por ejemplo, las densidades de estados.

Primeramente, para poder comparar con los experimentos, se deben fijar los parámetros
del modelo de Anderson de la Ec. (3.49). El parámetro εd se fijó usando el valor εd = −0.8
eV de la Ref. [102], calculado mediante el método de LSDA y el método de Korringa, Kohn
y Rostoker [9] para el caso de una impureza de Co sobre Au(111), en la que se obtiene una
ocupación en el orbital 3d de 〈nd〉 = 8.8, es decir, una carga en exceso de 1.8 electrones
respecto de su configuración electrónica [Ar]3d74s2 para el átomo de Co aislado. Esta carga
en exceso debe ser apantallada por los electrones de conducción del metal [102].

El valor de la densidad de estados de bulk (suponiéndola constante) ρb = 0.145/eV por
sitio y por spin se obtuvo a partir del valor a la enerǵıa de Fermi calculada mediante métodos
ab-initio [103], y de la relación de llenado de un electrón por sitio 2Dbρb = 1, se obtuvo el
valor de Db. La masa efectiva de los electrones 2D observada experimentalmente [79, 101] es
m∗e = 0.38 me, donde me es la masa del electrón. Con este valor, y suponiendo una relación
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de dispersión parabólica se obtuvo el valor ρs = 0.045/eV por sitio y por spin. Del valor del
fondo de la banda de conducción superficial [79] se obtuvo Ds = −0.4 eV y por simplicidad,
se supuso una banda de conducción superficial simétrica. El valor de p en las Ecs. (3.74) se
fija basándose en que, para la superficie limpia, aproximadamente la mitad de la intensidad
de dI/dV se debe a estados de bulk [7, 104, 105] 4 De esta manera, el valor de p es 1/3 para
compensar el cociente ρb/ρs ≈ 3. Comparando los resultados de los bosones esclavos con los
datos experimentales, el parámetro q puede ser fijado para reproducir la asimetŕıa de la curva
de Fano de dI/dV .

El único parámetro libre que queda es el cociente Vs/Vb. Éste se utiliza para explorar
los diferentes escenarios posibles y se impone fijando alguna relación entre los anchos Γs y
Γb definidos como Γs ≡ πρsV

2
s y Γb ≡ πρbV

2
b respectivamente. En adelante estudiaremos

dos casos: a) la contribución de los estados de bulk y de superficie al ancho es la misma,
(Γb = Γs), y b) el ancho debido a la contribución del bulk es tres veces mayor a la de la
superficie (Γb = 3Γs).
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Figura 3.4: Comparación entre la expresión anaĺıtica usada en la Ref. [7] para ajustar la parte de bajas
enerǵıas de la conductancia diferencial dI/dV y los resultados usando el método de bosones esclavos para
U →∞ en campo medio.

Una primera comparación con la fórmula anaĺıtico de Knorr et al [7] (Fig. 3.4) para
ajustar los datos experimentales a bajas enerǵıas, nos permite ajustar el parámetro q de las
Ecs. (3.74). Mediante estos ajustes se obtienen los siguiente valores para el caso a): q = 0.04,
Vs = 0.895 eV, Vb = 0.499 eV. Para el caso b) se obtuvo: q = 0.035, Vs = 0.604 eV, Vb = 0.583
eV.

4Esto surge de observar la magnitud del salto que se produce en dI/dV al superar la enerǵıa del fondo de
la banda de conducción superficial
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3.5.2 Cálculo de ∆dI/dV en función del voltaje dentro del corral

El estudio experimental de la dependencia en voltaje de ∆dI/dV para diferentes posiciones
de la impureza dentro del corral podŕıa ser útil para dilucidar el peso de las contribuciones
de los estados de bulk y de superficie en la formación del singlete de Kondo. Donde las
funciones de onda del corral tengan mayor amplitud, el elemento de matriz de hibridización
con la impureza será mayor (véase la Fig. 3.5).

Figura 3.5: Átomo de Co en un corral circular.

En esta sección mostramos cálculos de la conductancia diferencial en función del voltaje
para distintas posiciones de una impureza magnética dentro de un corral circular de radio
r0 = 63.5 Å, de forma tal que los estados resonantes degenerados km=±1

n=4 (estados 37 y 38 del
corral con paredes infinitas) se ubican en el nivel de Fermi. Experimentos en un corral de
estas caracteŕısticas han sido realizados para ilustrar la presencia simultánea de dos espejismos
cuánticos [97].

En la Fig. 3.6 se muestra la variación de ∆ρt(ω, r) (proporcional a ∆dI/dV , véase la
Ec.(3.70)) en función de la enerǵıa y al variar la posición de la impureza dentro del ćırculo.
El valor de δF (ancho del nivel resonante en EF , relacionado directamente con la altura del
potencial de confinamiento W en la Ec.(3.51)), es δF = 20 meV para reproducir el ancho
observado experimentalmente en la Ref. [79].

En la Fig. 3.6(a) puede observarse la variación de ∆ρt(ω, r) en el rango r/r0 = 0− 0.15.
La antiresonancia de Fano para r/r0 = 0 se debe casi exclusivamente al acoplamiento con
los electrones de bulk ya que sólo los estados del ćırculo con m = 0 tienen peso apreciable
alĺı. Además, observando la Fig. 3.3, puede verse que para ω = 0, las otras resonancias del
ćırculo están demasiado lejos para contribuir significativamente al estado de Kondo.

Al alejar la impureza del centro del ćırculo, se observa una importante variación de las cur-
vas de ∆ρt(ω), esencialmente debido a que comienzan a intervenir otros estados de superficie
en el nivel de Fermi (ver Figura 3.3). Desde el punto de vista del método de bosones esclavos,
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-20 -10 0 10 20
-0.15

-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00

0.03

(a)

 

 

Γ
b
=Γ

s

δ
F
=20 meV

∆ρ
t(ω

) 
 [e

V
]-1

ω  [meV]

 r/r
0
=0

 r/r
0
=0.05

 r/r
0
=0.10

 r/r
0
=0.15

-20 -10 0 10 20
-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00

0.03

(e)

 

 

Γ
b
=Γ

s

δ
F
=20 meV

∆ρ
t(ω

) 
 [e

V
]-1

ω  [meV]

 r/r
0
=0.80

 r/r
0
=0.85

 r/r
0
=0.90

 r/r
0
=0.95

-20 -10 0 10 20
-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00
(d)

 
 

Γ
b
=Γ

s

δ
F
=20 meV

∆ρ
t(ω

) 
 [e

V
]-1

ω  [meV]

 r/r
0
=0.60

 r/r
0
=0.65

 r/r
0
=0.70

 r/r
0
=0.75

-20 -10 0 10 20
-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00
(c)

 

 

Γ
b
=Γ

s

δ
F
=20 meV

∆ρ
t(ω

) 
 [e

V
]-1

ω  [meV]

 r/r
0
=0.40

 r/r
0
=0.45

 r/r
0
=0.50

 r/r
0
=0.55

-20 -10 0 10 20

-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00

0.03

(b)

 

 

Γ
b
=Γ

s

δ
F
=20 meV

∆ρ
t(ω

) 
 [e

V
]-1

ω  [meV]

 r/r
0
=0.20

 r/r
0
=0.25

 r/r
0
=0.30

 r/r
0
=0.35

Figura 3.6: Conductancia diferencial ∆ρt(ω) en función de la enerǵıa, para distintas posiciones de la
impureza dentro del corral [98]. En estos cálculos se utilizó δF = 20 meV y la relación de Vs/Vb está fijada
por Γs = Γb. En todos los gráficos, la punta del STM se encuentra sobre la impureza.

la presencia de más estados de conducción produce un valor de e2
0 mayor (ver Ec.(3.38)), lo

que se traduce en una antiresonancia más ancha y más profunda, de acuerdo a

∆
dI

dV
(~rt) ∝ ∆ρt(ω, r) = − 1

π
Im∆Gtt(ω + i0+, r) = −|F (r, r, ω)|2ρd(ω, r),

≈ −e2
0|F (r, r, ω)|2ρf (ω, r), (3.79)

donde se utilizaron las Ecs. (3.70) y (3.75).
En las Fig. 3.7 y Fig. 3.8 se muestran cálculos análogos para un valor δF = 40 meV (para

reproducir el ancho observado en la Ref. [46]) y para los casos a): Γb = Γs y b): Γb = 3Γs.
Comparando con la Fig. 3.6, a l aumentar el valor de δF , se observa que las variaciones

espaciales son menores que para el caso δF = 20 meV. Esto se debe a que, al estar las
resonancias del ćırculo más ensanchadas, hay más peso de otros estados con diferente forma
espacial en el nivel de Fermi, lo que conduce a una “homogeneización” de las curvas en función
de la posición.

Para el valor δF = 40 meV (que reproduce los resultados observados en experimentos
de Manoharan et al. [46]), la variación de ∆ρt(ω) no permite decidir entre el caso a) y
b). Una solución a esto seŕıa reducir el tamaño del corral (“sintonizando” otro estado en
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Figura 3.7: Conductancia diferencial ∆ρt(ω) en función de la enerǵıa, para distintas posiciones de la
impureza dentro del corral [98]. En estos cálculos se utilizó δF = 40 meV y la relación de Vs/Vb está fijada
por Γs = Γb. En todos los gráficos, la punta del STM se encuentra sobre la impureza.

EF ) para aumentar el espaciamiento entre los niveles del ćırculo y de esa forma disminuir la
contribución de otros estados en el nivel de Fermi.

Los resultados para r/r0 > 0.9 muestran una antiresonancia de Fano en ∆ρt(ω) sobreesti-
mada. La razón de ello es que a medida que la punta del STM se acerca al borde interno del
corral, a una distancia r, la densidad de estados de conducción del corral crece por la con-
tribución de estados con proyección m ≤ kF r. Es decir, el número de estados que contribuyen
a la densidad de estados del corral crece con la distancia al centro.

Para entender cualitativamente cómo afecta esto al ancho de la antiresonancia, hay que
recordar la variación exponencial de TK con los parámetros del modelo de Anderson (ver Ec.
(3.38)).

Un aumento en la densidad de estados se traslada en forma exponencial a un aumento en
el ancho de la antiresonancia de Fano a través de la dependencia de TK con los parámetros
del modelo de Anderson. Cerca de las paredes del corral este ensanchamiento está exagerado,
y para corregirlo habŕıa que considerar la discretización atómica del corral [106, 107].
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Figura 3.8: Conductancia diferencial ∆ρt(ω) en función de la enerǵıa, para distintas posiciones de la
impureza dentro del corral [98]. En estos cálculos se utilizó δF = 40 meV y la relación de Vs/Vb está fijada
por Γs = 3Γb. En todos los gráficos, la punta del STM se encuentra sobre la impureza.

3.6 Resumen y conclusiones

El cálculo de la dependencia de la conductancia túnel dI/dV en un corral cuántico, en pres-
encia de una impureza magnética es un problema no trivial que exige, en primer lugar,
una correcta descripción de la estructura electrónica del problema del corral vaćıo y, si-
multáneamente la incorporación de las correlaciones locales en el sitio de la impureza. Este
problema es interesante desde el punto de vista teórico porque la f́ısica del efecto Kondo
se ve fuertemente alterada cuando la estructura electrónica de la banda de conducción está
modulada por efectos del confinamiento.

Una descripción razonable de un corral cuántico vaćıo lejos del borde puede lograrse
con un modelo de pared continua deltiforme, gracias a que la separación de los átomos que
forman las paredes del corral es menor que la longitud de onda de Fermi de los electrones
2D en el Cu(111). Para el caso del corral circular, la ecuación de Schrödinger 2D tiene
soluciones anaĺıticas muy sencillas que permiten explorar la f́ısica del problema sin demasiada
complejidad matemática.

Una gran simplificación puede obtenerse describiendo el problema en términos de los
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estados resonantes del corral. La función de Green no interactuante G0
ss puede expresarse

formalmente de manera exacta como un desarrollo en términos de estas resonancias discretas
(Ec. (3.56)). Posteriormente, aproximando este desarrollo mediante un truncamiento de
los términos de mayor enerǵıa, se obtiene una descripción muy razonable de la densidad de
estados cerca del nivel de Fermi.

Para tratar las correlaciones, se utilizó el modelo de impureza de Anderson generalizado
para incorporar efectos del confinemiento y el método de bosones esclavos de Coleman (U →
∞) en campo medio, que proporciona una descripción razonable de la estructura electrónica
a T = 0 y cerca de la enerǵıa de Fermi. En particular, este método describe correctamente
la f́ısica del efecto Kondo en términos de cuasipart́ıculas fermiónicas no interactuantes.

Utilizando ecuaciones de movimiento, se pudo obtener la variación de ∆ρt(ω, r) (can-
tidad relacionada directamente con la conductancia túnel dI/dV ) para distintas posiciones
dentro del corral. El método de bosones esclavos reproduce las antiresonancias observadas
experimentalmente en la conductancia diferencial dI/dV (ω, r) cerca de EF [46].

La modulación espacial de las funciones de onda de los electrones superficiales dentro del
corral podŕıa utilizarse para estimar los pesos relativos de las contribuciones bulk y de los
estados de superficie en el singlete Kondo. Estudiamos dos casos: a) Γb = Γs y b) Γb = 3Γs,
para valores del potencial de confinamiento W tales que δF = 20 meV y δF = 40 meV. En el
caso δF = 40 meV, el ensanchamiento de los niveles no permite discernir claramente el caso
a) del b). En ese caso se podŕıan achicar las dimensiones del corral, sintonizando otro estado
en EF , para minimizar el peso de otros niveles en EF .

Los resultados de esta parte del trabajo se encuentran publicados en la Ref. [98].
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Caṕıtulo 4

Conductancia a través de arreglos
de puntos cuánticos

4.1 Introducción

El estudio del transporte electrónico a través de sistemas nanoscópicos ha atráıdo mucha
atención en los últimos años. Diversos experimentos en los que se ha observado la f́ısica del
efecto Kondo en la conductancia a través de puntos cuánticos [2, 3, 4] han contribuido a
generar un creciente interés en el estudio del transporte en estos sistemas.

Recientemente, la conductancia a través de circuitos formados por varios puntos cuánticos
ha sido estudiada en forma teórica utilizando diversas técnicas, como el Grupo de Renormal-
ización Numérico aplicado a un cluster de 4 puntos cuánticos [108]. Otros autores [109],
utilizando técnicas de diagonalización exacta más embebimiento, estudiaron el transporte a
través de arreglos lineales de hasta 5 puntos cuánticos. En este caso, se obtiene una lla-
mativa cancelación de la conductancia cuando el número de puntos cuánticos es impar y
mayor que 1, y cuando el voltaje de compuerta Vg que regula la carga en los puntos cuánticos
induce simetŕıa electrón-hueco. Utilizando una descripción de cuasipart́ıcula, otros autores
han obtenido una conductancia de G0 = 2e2/h bajo condiciones de simetŕıa electrón-hueco
y número de puntos cuánticos impar [110]. Desde el punto de vista experimental, se ha
conseguido establecer el diagrama de estabilidad de un arreglo de 3 puntos cuánticos en un
régimen de pocos electrones [111], lo que constituye un primer avance hacia el control las
propiedades en estos sistemas.

El propósito de esta parte del trabajo de tesis es contribuir al entendimiento del transporte
a través de circuitos formados por varios puntos cuánticos, haciendo especial énfasis en el
estudio de los efectos de las correlaciones locales. En la sección 4.2 se describe el modelo y
las aproximaciones utilizadas. En la sección 4.3 se detalla el cálculo de la conductancia y
se exponen los principales resultados de este trabajo. La sección 4.5 está destinada a una
discusión sobre la validez del método, y finalmente en la sección 4.6 se encuentra el resumen
y conclusiones.
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4.2 Modelo para un arreglo de puntos cuánticos interactu-
antes

Diversos trabajos teóricos [2, 3, 4] han permitido entender las propiedades de la conductan-
cia a través de un solo punto cuántico interactuante en términos de modelos de impureza
de Anderson o de Kondo. Sintonizando adecuadamente los voltajes de compuerta, pueden
cargarse o descargarse los puntos cuánticos, de forma tal que en un cierto rango de voltajes,
estos modelos efectivamente describen el comportamiento de los electrones. Para estudiar la
conductancia a través de Nd puntos cuánticos interactuantes, en configuraciones arbitrarias,
una generalización adecuada es el modelo

H = Hc +Hd +Hmix, (4.1)

donde Hc es el hamiltoniano que describe los contactos no interactuantes, representados por
cadenas semi-infinitas no interactuantes

Hc =
−∞∑
i=0,σ

(
−tc c†i,σci−1,σ + H.c.

)
+

∞∑
i=Nd+1,σ

(
−tc c†i,σci+1,σ + H.c.

)
. (4.2)

El término Hd es un término tipo Hubbard que describe al arreglo de puntos cuánticos, donde
por simplicidad cada punto cuántico se lo describe con un sólo nivel

Hd =
Nd∑
i=1,σ

(
Ed,i d

†
i,σdi,σ + Ui ni,↑ni,↓

)
−

Nd∑
i<j,σ

ti,j d
†
i,σdj,σ + H.c., (4.3)

donde Ed,i y Ui son las enerǵıas diagonales y la repulsión coulombiana en el punto cuántico
i, respectivamente. Pueden lograrse diferentes configuraciones variando los hoppings ti,j que
conectan al punto cuántico i con el j. Cada uno de estos parámetros puede ser modificado
mediante la modificación de voltajes en alguna parte del circuito. Finalmente el término
Hmix acopla el sistema con los contactos

Hmix = V

[∑
σ

(
d†1,σc0,σ + d†Nd,σcNd+1,σ

)
+ H.c.

]
, (4.4)

mediante el elemento de hopping V .

4.2.1 Modelo para Nd = 3 puntos cuánticos

Para ejemplificar el método utilizado con un caso concreto, vamos a comenzar estudiando
un arreglo lineal de 3 puntos cuánticos. Por simplicidad, se supone que los puntos cuánticos
son equivalentes y sus enerǵıas diagonales se controlan con un voltage de compuerta Vg que
permite variar la carga en los mismos. Un esquema del sistema se muestra en la Fig. 4.1.

Especificando el hamiltoniano de la Ec. (4.1) para Nd = 3 se obtiene

H = Hc +Hd +Hmix, (4.5)
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Figura 4.1: Esquema del sistema estudiado.

donde

Hc =
−∞∑

i=−2,σ

(
−tc c†i,σci−1,σ + H.c.

)
+

∞∑
i=2,σ

(
−tc c†i,σci+1,σ + H.c.

)
, (4.6)

Hd =
1∑

i=−1,σ

(
Ed d

†
i,σdi,σ + U ni,↑ni,↓

)
−
∑
σ

[
t
(
d†−1,σd0,σ + d†0,σd1,σ

)
+ H.c.

]
, (4.7)

Hmix = V

[∑
σ

(
d†−1,σc−2,σ + d†1,σc2,σ

)
+ H.c.

]
. (4.8)

La notación se ha elegido de manera tal que este hamiltoniano tenga expĺıcitamente simetŕıa
de inversión con respecto al sitio i = 0, lo que puede verificarse haciendo la transformación

ai,σ → a−i,σ,

a†i,σ → a†−i,σ, (4.9)

(donde a = c o d), en el hamiltoniano de la Ec.(4.5). Esto permite definir operadores con
simetŕıa de reflexión

a|i|,±,σ =
ai,σ ± a−i,σ√

2
, (4.10)

a†|i|,±,σ =
a†i,σ ± a

†
−i,σ√

2
. (4.11)
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Con estos operadores, los términos del hamiltoniano de la Ec. (4.5) se pueden escribir como

Hc =
∞∑

i=2,ν=±,σ

(
−tc c†i,ν,σci+1,ν,σ + H.c.

)
, (4.12)

Hd =
∑
σ

(
Ed

[∑
ν=±

c†1,ν,σc1,ν,σ + c†0,σc0,σ

]
−
√

2t
[
c†1,+,σc0,σ + H.c.

])
+

+U

(
n0,↑n0,↓ +

1
2

[∏
σ

(n1,+,σ + n1,−,σ) +
∏
σ

(
c†1,+,σc1,−,σ + c†1,−,σc1,+,σ

)])
,

(4.13)

Hmix = V

[ ∑
σ,ν=±

c†1,ν,σc2,ν,σ + H.c.

]
, (4.14)

donde ν es la paridad.

4.2.2 Aproximación de un sitio efectivo

Supongamos que el voltaje de compuerta Vg es tal que se induce una carga en cada sitio
de 1 electrón. Como todos los puntos cuánticos son equivalentes, todos tendrán la misma
carga. En estas condiciones, el estado de menor enerǵıa en el arreglo de puntos cuánticos
interactuantes desacoplado de los contactos (V = 0), es un estado de tres part́ıculas (ne = 3)
con spin total S = 1/2 (doblete).

Si ahora “encendemos” lentamente el parámetro V , de tal forma que sea pequeño con
respecto a la separación de niveles en el arreglo de puntos cuánticos, el término Hmix puede
ser eliminado mediante una transformación canónica tipo Schrieffer-Wolff [15], y el modelo
puede ser mapeado a un problema de una sola impureza de Kondo, cuyas propiedades están
bien entendidas. Esta forma de proceder ha sido utilizada, por ejemplo, en trabajos teóricos
[112] para describir la variación de TK observada mediante STM en tŕımeros formados por
átomos de Cr depositados en superficies de Au(111) [113] al cambiar la geometŕıa de los
tŕımeros.

Sin embargo, en el caso de los 3 puntos cuánticos, a diferencia del caso de los tŕımeros de
Cr, la carga puede variar a medida que se modifica Vg. De esta manera, el estado de menor
enerǵıa en los subespacios con ne = 2 o ne = 4 electrones puede acercarse al estado de mı́nima
enerǵıa de ne = 3, invalidando el método de la transformación canónica de Schrieffer-Wolff.

Para estudiar este problema, se realizó un mapeo a un único sitio efectivo que contiene
la información completa del arreglo de puntos cuánticos desacoplados de los contactos (V =
0). Para ello, se diagonaliza el hamiltoniano Hd en los subespacios con n part́ıculas. Los
autoestados de Hd se clasifican entonces según el número de part́ıculas n, su paridad (ν = ±),
su spin total S y la proyección de Sz. Utilizamos la notación |ψ(n)

j,p 〉 para los autoestados de
Hd en el subespacio n. El ı́ndice j numera al estado en orden creciente de enerǵıa y p es un
ı́ndice que resume varios números cuánticos (paridad del estado, spin total y proyección de
Sz). Las enerǵıas de estos niveles se escriben análogamente como E(n)

j,p .
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Esta base de estados nos permite representar el problema exactamente. Para ver esto
más claramente, podemos insertar la identidad

1 =
∑
n,j,p

∣∣∣ψ(n)
j,p

〉〈
ψ

(n)
j,p

∣∣∣ , (4.15)

a izquierda y derecha del hamiltoniano Hd de la Ec. (4.7), con lo que, por construcción, éste
queda diagonalizado en la forma

Hd =
∑
n,j,p

E
(n)
j,p

∣∣∣ψ(n)
j,p

〉〈
ψ

(n)
j,p

∣∣∣ . (4.16)

En forma análoga, pueden insertarse identidades a izquierda y derecha del término Hmix de
la Ec. (4.8). Dado que éste es un término de un cuerpo (un electrón en los contactos se
destruye y se crea otro en el arreglo de puntos cuánticos o viceversa), los subespacios con n
part́ıculas se vinculan sólo con los de n+ 1 y n− 1. La forma de Hmix en esta representación
es

Hmix = V

∑
σ,ν

∑
n,j,j′p,p′

〈
ψ

(n)
j,p

∣∣∣c†1,ν,σ∣∣∣ψ(n−1)
j′,p′

〉(
c2,ν,σ

∣∣∣ψ(n)
j,p

〉〈
ψ

(n−1)
j′,p′

∣∣∣)+ H.c.

 , (4.17)

donde 〈ψ(n)
j,p |c

†
1,ν,σ|ψ

(n−1)
j′,p′ 〉 es un elemento de matriz que da cuenta del peso del estado |ψ(n−1)

j′,p′ 〉
en el estado |ψ(n)

j,p 〉 cuando se agrega un electrón en el sitio (1, ν) del arreglo. Dado que no hay
componentes de Hd en Hc, el término que describe los contactos, la forma de Hc no cambia
con esta representación.

Esta representación es útil para realizar aproximaciones sistemáticas que describan la
f́ısica de muy baja enerǵıa del sistema completo, basándose en un truncamiento conveniente
del espacio de Hilbert completo generado por la base de autoestados de Hd, eliminando los
estados de alta enerǵıa.

Nos concentraremos en zonas del espacio de parámetros tales que las fluctuaciones de carga
más importantes sean aquellas entre los subespacios ne =2,3 y 4. Por esta razón, eliminamos
de la descripción los estados con n diferente a estos valores (en el caso del hamiltoniano de
la Ec. (4.5), esto equivale a eliminar los subespacios con n=0, 1, 5 y 6). De los subespacios
con n=2 y 4, sólo vamos a retener los singletes (S = 0), dado que son los de menor enerǵıa
1. Con respecto al subespacio ne = 3, retendremos sólo el fundamental que, en el caso del
arreglo lineal de Nd = 3, pertenece a un subespacio con paridad impar (ν = −) y S = 1/2.
Claramente, la aproximación de retener sólo el estado fundamental de 3 part́ıculas será válida
para valores de V pequeños en relación a la diferencia de enerǵıa con los estados excitados.
Desde el punto de vista de la teoŕıa de perturbaciones en el parámetro V , los estados excitados
del subespacio de 3 part́ıculas contribuyen recién a un orden O(V )4 en el estado fundamental
total del sistema conectado a los contactos (ver Fig. 4.2). La validez de esta aproximación
será analizada en detalle más adelante en la Sec. 4.5.

1Los estados triplete S = 1 tienen una enerǵıa que es mayor en ∼ t2/U
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Figura 4.2: Esquema de los subespacios más relevantes incluidos en el modelo. Las fluctuaciones de carga
que incluyen estados excitados de 3 part́ıculas no se consideran en el modelo.

El modelo efectivo que se obtiene con este truncamiento de los autoestados de alta enerǵıa
describe fluctuaciones de carga que se producen entre estados con S = 0 (subespacios ne =
2, 4) y S = 1/2 (subespacio ne = 3). Este hecho permite mapear el problema a un modelo
efectivo de impureza de Anderson, puesto que los estados con ne = 2 y 4 pueden representarse
por los estados vaćıo y doblememente ocupado, respectivamente, del modelo de Anderson; y
dado que el estado fundamental con ne = 3 es un doblete (S = 1/2), puede ser representado
por el estado simplemente ocupado. Es crucial que la representación respete la simetŕıa SU(2)
original de los estados para poder describir correctamente la f́ısica de baja enerǵıa.

Para tratar el problema de muchos cuerpos, se introdujo una representación de bosones
esclavos de Kotliar y Ruckenstein [95] (véase Sec. 3.2.4). Como ya se explicó anteriormente,
esta representación consiste en incorporar a la descripción ciertos operadores bosónicos, su-
jetos a una condición de v́ınculo. En este caso, vamos a generalizar la descripción de la
Sec. 3.2.4 para incorporar tantos bosones como estados se deseen mapear. Concretamente,
el mapeo propuesto es

|ψ(2)
j,ν 〉 → e†j,ν |0〉, (4.18)

|ψ(3)
0,ν0,σ

〉 → f †σg
†
σ|0〉, (4.19)

|ψ(4)
j,ν 〉 → h†j,νf

†
↑f
†
↓ |0〉, (4.20)

donde e†j,ν ,g
†
σ y h†j,ν son operadores de creación bosónicos y f †σ es el operador de creación

fermiónico. Para eliminar los estados que no corresponden a la f́ısica del problema, se imponen
los v́ınculos

1 =
∑
j,ν

e†j,νej,ν +
∑
σ

g†σgσ +
∑
j,ν

h†j,νhj,ν , (4.21)

f †σfσ = g†σgσ +
∑
j,ν

h†j,νhj,ν (4.22)

El hamiltoniano en esta representación es

H = Hc +Hf +Hmix +Hboson +Hconstr, (4.23)
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donde Hc es el mismo que antes, y Hf representa el fermión en el sitio efectivo

Hf = E(3)
∑
σ

f †σfσ, (4.24)

donde E(3) ≡ E
(3)
g es la enerǵıa del estado fundamental en el subespacio de 3 part́ıculas. El

término Hmix en esta representación es

Hmix =
√

2V

∑
ν,σ

f †σc2,(ν0.ν),σ

g†σ
∑

j

αj,νej,ν

+

∑
j

βj,νh
†
j,ν

 gσ

+ H.c.

 , (4.25)

donde ν0 es la paridad del estado fundamental del subespacio ne = 3, que en el caso del
tŕımero lineal es impar (ν0 = −), y donde la notación (ν.ν0) indica que la paridad final del
operador c(ν.ν0),σ o c†2,(ν.ν0),σ es el producto de las paridades ν y ν0. Las constantes αj,ν y βj,ν
son básicamente los elementos de matriz que aparecen en la Ec. (4.17) y se definen como

αj,ν ≡ 〈ψ(2)
j,ν |d1,(ν.ν0),σ|ψ

(3)
0,ν0,σ

〉, (4.26)

βj,ν ≡ −〈ψ(4)
j,ν |d

†
1,(ν.ν0),σ|ψ

(3)
0,ν0,σ

〉, (4.27)

donde el signo menos en la última definición se ha colocado para que estos elementos de
matriz sean simétricos ante la transformación electrón-hueco

d†i,σ → (−1)idi,σ. (4.28)

La simetŕıa de inversión del hamiltoniano con respecto al sitio i = 0 (Ec. (4.9)) se
mantiene con esta representación de bosones esclavos absorbiendo la paridad del estado
|ψ(3)

0,ν0,σ
〉 en el fermión fσ o en el bosón gσ al hacer el mapeo de las Ecs. (4.18)-(4.20).

Las enerǵıas diagonales de los bosones están contempladas en el término Hboson

Hboson =
∑
j,ν

E
(2)
j,ν e

†
j,νej,ν +

∑
j,ν

[
E

(4)
j,ν − 2E(3)

]
h†j,νhj,ν . (4.29)

La enerǵıa del boson gσ se ha puesto igual a 0. La razón para sustraer 2E(3) en el último
término de la Ec. (4.29) es evidente cuando contamos la enerǵıa total de la configuración

P0HP0 e
†
j,ν |0〉 = E

(2)
j,ν e

†
j,ν |0〉,

P1HP1 f
†
σs
†
σ|0〉 = E(3) f †σg

†
σ|0〉,

P2HP2 h
†
j,νf

†
↑f
†
↓ |0〉 =

[
(E(4)

j,ν − 2E(3)) + 2E(3)
]
h†j,νf

†
↑f
†
↓ |0〉, (4.30)

donde hemos usado los proyectores Pi sobre el subespacio con i fermiones. Además, como
es usual en la representación de bosones esclavos, los v́ınculos se incorporan al hamiltoniano
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en forma de multiplicadores de Lagrange, λ′ y λσ, asociados a los v́ınculos de las ecuaciones
(4.21) y Eq. (4.22)

Hconstr = λ′

∑
j,ν

e†j,νej,ν +
∑
σ

g†σgσ +
∑
j,ν

h†j,νhj,ν − 1

+

+
∑
σ

λσ

f †σfσ − g†σgσ −∑
j,ν

h†j,νhj,ν

 . (4.31)

A continuación procedemos a realizar la aproximación de punto de ensilladura o campo
medio. Debido a que nos concentraremos en el ĺımite U →∞, vamos a prescindir de las ráıces
de Kotliar-Ruckenstein. Procediendo como en la Sec. 3.2.4, podemos expresar la diferencia
en la enerǵıa libre a T = 0 al incorporar el arreglo de puntos cuánticos al sistema como

∆Ffermion|T=0 = −
∑
σ

1
π

Im
∫ 0

−∞
lnGff,σ(ω) dω , (4.32)

donde se ha colocado EF = 0 y donde

Gff,σ(ω) = lim
η→0

[
ω + iη − E(3) − λσ −

∑
ν

(
|Vν,σ|2G0

22,ν,σ(ω)
)]−1

, (4.33)

es la función de Green retardada del sitio efectivo, obtenida mediante ecuaciones de movimien-
to. El acoplamiento efectivo Vν,σ se define como

Vν,σ ≡
√

2V

g∗σ
∑

j

αj,νej,ν

+

∑
j

βj,νh
∗
j,ν

 gσ

 . (4.34)

La función de Green G0
22,ν,σ(z) es el propagador no perturbado en los contactos, que se

aproxima como

G0
22,ν,σ(ω) ≈ ρc

[
ln
∣∣∣∣D + ω

D − ω

∣∣∣∣− iπθ(D − |ω|)] , (4.35)

donde la banda de conducción de semiancho D está descripta por una densidad de estados
constante ρc. La expresión anaĺıtica exacta para G0

22,ν,σ en el caso de las cadenas semi-infinitas
correspondientes al término de la Ec.(4.6) es [64]

G0,exacta
22,ν,σ (ω) =

ω ±
√
ω2 − 4t2c

2t2c
, (4.36)

donde el signo + (-) corresponde a ω < 0 (ω > 0). La aproximación de la Ec. (4.35) simplifica
considerablemente el cálculo numérico. Por otro lado, constituye una buena aproximación
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dado que nos concentraremos en el cálculo de las propiedades del sistema cerca de EF .
Comparando las Ecs. (4.35) y (4.36) se obtiene

ρc =
1
πtc

. (4.37)

Derivando la expresión para la enerǵıa libre (Ec. (4.32)) con respecto a los bosones con-
densados ej,ν , hj,ν , gσ y los multiplicadores λσ y λ′ se obtienen las correspondientes ecuaciones
del punto de ensilladura (ver Apéndice B.2.2). La complejidad y número de estas ecuaciones
puede reducirse drásticamente gracias a la eliminación de las ráıces de Kotliar y Ruckenstein
que reproducen el ĺımite no interactuante. Esta eliminación permite vincular las ecuaciones
que surgen de derivar la Ec. (4.32) de manera lineal, pudiendo expresarse finalmente todos
los bosones en términos de los bosones e±,0 y de los multiplicadores λσ y λ′ de la forma

ej,ν = R
(2)
j,ν e0,ν , (4.38)

hj,ν = R
(4)
j,ν e0,ν , (4.39)

donde hemos definido

R
(2)
j,ν ≡ αj,ν

α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(2)
j,ν + λ′

)
, (4.40)

R
(4)
j,ν ≡ αj,ν

α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(4)
j,ν + λ′ − 2E(3) − 2λ

)
. (4.41)

En el Apéndice B.2.2 se muestra detalladamente esta derivación y la forma de las ecua-
ciones del campo medio.

4.3 Cálculo de la conductancia

El método de bosones esclavos en la aproximación de punto de ensilladura resuelve el problema
de muchos cuerpos en términos de un problema de cuasipart́ıculas no interactuantes, con
parámetros efectivos renormalizados. Para calcular la conductancia, utilizamos entonces la
fórmula de Landauer (que es válida sólo en sistemas no interactuantes) para el caso usual de
transporte a través de dos terminales [114, 115]

G =
e2

h

∫
dω

(
−∂f(ω)

∂ω

)
Tr
[
t†(ω)t(ω)

]
, (4.42)

donde t(ω) es la transmitancia a través del sitio efectivo. En su forma más general, la matriz
de t(ω) es [115]

[t(ω)]α,α′ = 2π
∑
n,m

√
ραρα′V α,nGrn,mVα′,m, (4.43)
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donde los ı́ndices α y α′ enumeran los canales (spin u otros números cuánticos necesarios para
definir los estados del problema) en el contacto de la izquierda y derecha, respectivamente.
Las cantidades ρα y ρα′ son las densidades de estados para cada canal en los contactos y
las matrices Vα,n representan los acoplamientos entre el canal α de los contactos con el sitio
n del arreglo. Grn,m es la función de Green retardada, que en la notación de Zubarev es
Grn,m ≡ 〈〈cn; c†m〉〉r. Especificando para nuestro caso, utilizando el mapeo a un sitio efectivo
y truncando el subespacio ne = 3 reteniendo sólo el estado fundamental, la transmitancia es
simplemente

[t(ω)]σ,σ = πρc (V−2V2)Gff,σ(ω)
= 2πρc

(
V 2

+ − V 2
−
)
Gff,σ(ω), (4.44)

donde V±2 = (V+ ± V−) /
√

2 es el acoplamiento efectivo con el sitio ±2. A T = 0, la conduc-
tancia está dada por

G =
2e2

h

[
2πρc

(
V 2

+ − V 2
−
)]2 |Gff,σ|2ω=0, (4.45)

donde se usó la simetŕıa de spin Gff,↑ = Gff,↓. Esta expresión sugiere una interferencia
destructiva entre canales con distinta paridad en la conductancia. Sin embargo, como se
discutirá más adelante, el truncamiento realizado obliga a que los bosones e0+ y e0− no
puedan coexistir simultáneamente. Por ello, en nuestro caso no existen canales que interfieran
destructivamente en la conductancia.

4.4 Resultados

4.4.1 Conductancia a través de 1 punto cuántico

Discutimos primero los resultados para la conductancia a través de un único punto cuántico.
Dado que este problema ha sido ya muy estudiado, podemos utilizar esto para poder comparar
el modelo y las aproximaciones realizadas con resultados muy precisos obtenidos mediante
Grupo de Renormalización Numérico [116] para diferentes valores de Γ = πρcV

2.
Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 4.3. La conductancia ideal para Ed =

−U/2 indica la formación de un estado ligado virtual (resonancia de Kondo) a T = 0 que
permite maximizar el valor de la conductancia [2, 3, 116]. Este es un resultado que aparece
exclusivamente al incorporar las correlaciones en el sistema, ya que en estas condiciones
(cercanas a la condición de simetŕıa electrón-hueco Ed = −U/2) los niveles del punto cuántico
están muy alejados de EF como para conducir por tuneleo resonante[53] a través de dichos
niveles.

La simetŕıa de inversión alrededor del punto Ed = −U/2 refleja la simetŕıa electrón-hueco
en el formalismo, que está obviamente contenida en las ecuaciones del campo medio. Un muy
buen acuerdo se obtiene al comparar los resultados del método expuesto con los resultados
de Grupo de Renormalización Numérico para Γ/πU = 0.01 (caso fuertemente interactuante).
En este ĺımite, el formalismo reproduce correctamente la dependencia exponencial del ancho
efectivo Γ̃ de la resonancia en el nivel de Fermi de ρf (que cualitativamente se vincula con TK),
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Figura 4.3: Conductancia en función de Ed/U ,para varios valores de Γ/πU [117]. Las ĺıneas continuas
indican los resultados del presente formalismo (SB) y los cuadrados (NRG) son cálculos obtenidos mediante
Grupo de Renormalización Numérico (ver Ref. [116])

con el parámetro Γ/πU (ver Apéndice B.2). Sin embargo, la forma funcional de la resonancia
es lorentziana, mientras que el resultado correcto obtenido con Grupo de Renormalización
Numérico en el régimen de Kondo es [118]

ρd,σ =
1
πΓ

Re
√

(ω + iΓ̃)/iΓ̃, (4.46)

donde Γ̃ ≈ 1.55 TK .
El acuerdo entre los resultados del método presentado y del Grupo de Renormalización

Numérico se deteriora a medida que aumenta el valor de Γ/πU , y se pierde totalmente en
el ĺımite no interactuante. El origen de esta discrepancia se encuentra en el hecho de haber
despreciado las ráıces de Kotliar y Ruckenstein en el hamiltoniano modelo de la Ec. (4.23).

Para el caso simple de la conductancia a través de un solo punto cuántico, la expresión
de la conductancia puede ser escrita también como [115, 119]

G =
2e2

h

∫
dω

(
−∂f
∂ω

)
πΓρd,σ(ω). (4.47)

A muy bajas temperaturas (T � TK), el sistema es un ĺıquido de Fermi, y verifica la regla de
suma de Friedel. Para el caso en que V y ρc no dependen de la enerǵıa ω, la regla de suma



90 Conductancia a través de arreglos de puntos cuánticos

de Friedel toma la forma [37]

ρd,σ =
sin2 (π〈nd,σ〉)

πΓ
, (4.48)

dando una conductancia igual a

G =
2e2

h
sin2 (π〈nd,σ〉), (4.49)

donde 〈nd,σ〉 es la carga total por spin en el punto cuántico. Puede demostrarse (ver Apéndice
B.2) que la aproximación de bosones esclavos en campo medio verifica la regla de suma de
Friedel.

La disminución de la conductancia lejos de la situación de simetŕıa electrón-hueco se
produce debido a que a medida que el nivel E(2)

g se aproxima a E(3)
g (aumenta Vg, es decir, se

descarga el sistema), la magnitud del bosón e0+ aumenta y la de g disminuye, la resonancia
debe desplazarse hacia enerǵıas mayores para disminuir la ocupación nf y esto provoca una
disminución del valor de |Gff | en el nivel de Fermi con la consecuente disminución de la
conductancia. Un análisis similar permite explicar la cáıda de la conductancia cuando se
carga el sistema.

4.4.2 Conductancia a través de 3 puntos cuánticos

Trimero lineal

Los resultados para la conductacia a través de 3 puntos cuánticos en la aproximación de campo
medio se muestran en la Fig. 4.4. Los resultados obtenidos para 1 punto cuántico, con los
mismos parámetros, también se muestran en la figura como comparación. Cualitativamente,
ambos resultados muestran las mismas caracteŕısticas generales, como la simetŕıa electrón-
hueco alrededor de Ed = −U/2, y la conductancia ideal en ese punto debido a la formación
del singlete Kondo. Sin embargo, la región de conductancia ideal se angosta en el caso de los
3 puntos cuánticos. Esto es debido a una mayor presencia de fluctuaciones de carga, producto
de la mayor cercańıa de los niveles de menor enerǵıa de los subespacios de ne = 2 y ne = 4
part́ıculas. Otra diferencia con respecto al caso de 1 punto cuántico, es que cuando Vg es
elegido de tal forma que el sistema está lejos del caso de simetŕıa electrón-hueco, un nuevo
efecto Kondo aparece cuando Vg es tal que el subespacio con ne = 1 o ne = 5 part́ıculas
es el fundamental. En particular, para Nd = 2 puntos cuánticos, resultados de Grupo de
Renormalización Numérico [120] han predicho un plateau de conductancia ideal cuando hay
ne = 1 o ne = 3 electrones en la zona interactuante.

Hemos constatado numéricamente que la regla de suma de Friedel, Ec. (4.49), se verifica.
La situación es similar al caso de 1 punto cuántico en el sentido que a T = 0, el sistema es un
ĺıquido de Fermi local y muestra conductancia ideal para la situación de simetŕıa electrón-
hueco. Esto representa una discrepancia con los resultados obtenidos por Büsser et al. [109].
Calculando exactamente los autoestados en el cluster de puntos cuánticos y embebiendo
el sistema mediante un método autoconsistente, estos autores obtienen una anulación de la
conductancia para Nd impar en la situación de simetŕıa electrón-hueco. Sin embargo, nuestros
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Figura 4.4: Conductancia a través de 1 y 3 puntos cuánticos (tŕımero lineal) en función de Ed/U , para
varios valores de Γ [117].

resultados son consistentes con los de Oguri [110] que predicen un valor de conductancia ideal
en ese caso.

Triángulo isósceles

En esta sección, consideramos un sistema con una geometŕıa esquematizada en la Fig. 4.5.
En esta figura, t′ es un nuevo término de hopping que conecta los puntos cuánticos 1 y -1.
El hamiltoniano modelo en este caso es

H ′d = Hd − t′
∑
σ

d†−1,σd1,σ + H.c. (4.50)

donde Hd es el hamiltoniano de la Ec. 4.7 para el tŕımero lineal. Dado que este cambio sólo
afecta al término Hd, la forma de proceder es exactamente igual a la de antes para el tŕımero
lineal, pero cambiando Hd → H ′d.

Cualitativamente, podemos pensar que el acoplamiento entre dos puntos cuánticos dis-
minuye cuanto más lejos están uno de otro, y aumenta cuando se los coloca más cerca.
Aunque esta imagen es útil para hacer una analoǵıa geométrica simple de la situación f́ısica,
en realidad experimentalmente los puntos cuánticos están fijos y los acoplamientos se vaŕıan
modificando convenientemente voltajes de compuerta.

Un aspecto a tener en cuenta cuando t′ 6= 0 es que se pierde la simetŕıa electrón-hueco
del hamiltoniano del tŕımero lineal (Ec. (4.5)). Esto se refleja en una pérdida de la simetŕıa
en los gráficos de la conductancia.
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Figura 4.5: Esquema del arreglo triangular en la configuración isósceles.

Variando el valor de los parámetros t y t′, podemos pensar en distintas geometŕıas del
tŕımero: triángulo equilátero (t = t′), isósceles (t 6= t′) y escaleno (todos los acoplamientos
diferentes). De esta forma, el caso del tŕımero lineal anteriormente estudiado es un caso ĺımite
de triángulo isósceles con t′ = 0.

En esta sección analizamos dos reǵımenes de parámetros para el caso del triángulo isósceles:
t′ < t y t′ > t. En el caso t′ = t (triángulo equilátero), el subespacio con ne = 3 tiene un estado
fundamental doblemente degenerado, con estados pertenecientes a subespacios con distinta
paridad. Esto puede ser entendido cualitativamente recordando que el grupo de simetŕıas
espaciales del triángulo equilátero en dos dimensiones (grupo C3v) tiene una representación
irreducible de dimensión dos. Como se verá más adelante, el método de bosones esclavos en
campo medio no es válido en este punto del espacio de parámetros, dado que hemos asumido
un estado fundamental doblete no degenerado. Experimentalmente, es muy dif́ıcil alcanzar
un régimen de parámetros con tal simetŕıa, por lo que no nos preocuparemos demasiado por
el punto t′ = t.

Aparte de este hecho, en términos generales se espera el desarrollo de un plateau en la
conductancia, producto de la generación de la resonancia de Kondo en el nivel de Fermi, dado
que el problema todav́ıa puede mapearse en un modelo de Anderson efectivo.

En la Fig. 4.6 se muestran los resultados de la conductancia para el caso t′ < t y para
parámetros V = 0.45 tc, t = 0.5 tc y U = tc, con lo cual el resultado t′ = 0 es el caso del
tŕımero lineal.

A medida que t′ crece, las curvas se mueven aproximadamente en forma ŕıgida hacia
valores menores de Ed/U . En ĺıneas generales, la pérdida de simetŕıa en la figura se debe a
la pérdida de la simetŕıa electrón-hueco cuando t′ 6= 0. El comportamiento particular de la
conductancia puede ser entendido observando las propiedades del tŕımero aislado (V = 0).
Con el objeto de comprender mejor este punto, se definen las siguientes funciones para el
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Figura 4.6: Conductancia a través de 3 puntos cuánticos en la configuración isósceles con t′ < t, en función
de Ed/U , para un valor de Γ/πU = 3.2× 10−2 [117].

tŕımero aislado:

∆2,3(Ed, t, t′, U) = E(2)
g (Ed, t, t′, U)− E(3)

g (Ed, t, t′, U),

∆4,3(Ed, t, t′, U) = E(4)
g (Ed, t, t′, U)− E(3)

g (Ed, t, t′, U), (4.51)

que son las diferencias de enerǵıa entre los estados fundamentales de cada subespacio con
diferente n. Fijando t, t′ y U , definimos E(2,3)

d y E(4,3)
d como aquellos valores de Ed que veri-

fican ∆2,3(E(2,3)
d , t, t′, U) = 0 y ∆4,3(E(4,3)

d , t, t′, U) = 0 respectivamente. Éstos corresponden
aproximadamente a los valores a partir de los cuales las fluctuaciones de carga comienzan a
ser relevantes cuando se conecta el cluster a los contactos. Desde el punto de vista de los
reǵımenes del modelo de Anderson, corresponden a valores de Ed para los cuales el sistema
se encuentra en la zona de valencia intermedia y el efecto Kondo empieza a desaparecer, y
están relacionados con los valores de Ed a partir de los cuales la conductancia comienza a
caer desde su valor ideal 2e2/h. En la Fig. 4.7 se muestra la evolución de los puntos E(2,3)

d y
E

(4,3)
d como función de t′/tc. A partir de esta figura, las curvas de conductancia en la Fig. 4.6

se entienden fácilmente: los puntos Ed/U de la Fig. 4.6 donde, por ejemplo, la conductancia
cae a la mitad del valor ideal (G = G0/2), siguen la evolución de E(2,3)

d y E
(4,3)
d de la Fig.

4.7.
En la Fig. 4.8 mostramos la conductancia para el caso t′ > t. En este caso, las curvas

se hacen más asimétricas a medida que se aumenta el parámetro t′ y nuevamente, la gráfica
puede entenderse observando primero el comportamiento del tŕımero aislado (Fig. 4.9).
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de Ed/U ,para un valor de Γ/πU = 1.6× 10−1 [117].

Cuando t′ > t, la f́ısica de baja enerǵıa del sistema se aproxima a la de un singlete formado
por los puntos cuánticos 1 y -1, débilmente acoplado a un doblete (un solo electrón en el
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punto cuántico 0) mediante el término t. En esta situación, el valor del elemento de matriz
efectivo Vν,σ de la Ec. (4.34) disminuye notablemente, lo que se refleja en una temperatura de
Kondo mucho menor y en una drástica disminución de la rapidez de convergencia del método
numérico para encontrar las ráıces de las ecuaciones del campo medio. Por esta razón, para
estos cálculos debimos utilizar un valor de V mayor (V = tc), para obtener una temperatura
de Kondo mayor y una convergencia más rápida. La validez del formalismo no se afecta
demasiado por este hecho, a pesar de que V es comparable a las escalas de enerǵıa (tc, U),
dado que los valores altos de t′ aseguran una diferencia de enerǵıas apreciables entre el estado
fundamental y el primer excitado para ne = 3. Por otro lado, la misma hibridización pequeña
permite permanecer en la zona de validez del método.

4.5 Validez de la aproximación

El formalismo presentado en las secciones anteriores se basa en un mapeo a un sitio efectivo
que posee, en principio, toda la información sobre el arreglo de puntos cuánticos interactu-
antes. Esto en principio es exacto, ya que se trata solamente de un cambio en la representación
de los estados. La aproximación que se realiza es la de truncar el espacio de estados, retenien-
do sólo los más relevantes para describir la f́ısica del sistema en un cierto rango de parámetros
de interés.

La aproximación crucial en el caso del tŕımero consiste en considerar solamente el doblete
fundamental en el subespacio ne = 3. Esto es válido siempre que las contribuciones de los
estados excitados de ese subespacio sea despreciable. La hibridización V induce un elemento
de matriz efectivo de segundo orden, M eff

g↔e entre el doblete fundamental y los dobletes de
mayor enerǵıa. Para el caso particular del tŕımero lineal, el doblete fundamental es impar



96 Conductancia a través de arreglos de puntos cuánticos

mientras que el primer excitado es un doblete par. En un contexto de teoŕıa de perturbaciones
en el elemento de matriz efectivo M eff

g↔e, un criterio concreto de validez seŕıa que

M eff
g↔e � |E(3)

e − E(3)
g |, (4.52)

donde

M eff
g↔e =

∑
j,ν,ne=2,4

1
2

[
〈ψ(3)

g |Hmix|ψ(n)
j,ν 〉〈ψ

(n)
j,ν |Hmix|ψ(3)

e 〉

E
(n)
j,ν − E

(3)
g

+

+
〈ψ(3)

e |Hmix|ψ(n)
j,ν 〉〈ψ

(n)
j,ν |Hmix|ψ(3)

g 〉

E
(n)
j,ν − E

(3)
e

]
,

(4.53)

es el elemento de matriz efectivo entre el doblete fundamental ψ(3)
g y un doblete excitado

ψ
(3)
e Para estimar este elemento de matriz, en el caso del tŕımero lineal, por simplicidad,

hemos restringido la suma a los singletes de menor enerǵıa de los subespacios con ne = 2, 4
y solamente para el caso de simetŕıa electrón-hueco. La expresión simplificada es

V 2α3g,2gα3e,2g

(
1

E
(2)
g − E(3)

g

+
1

E
(2)
g − E(3)

e

)
� |E(3)

e − E(3)
g |, (4.54)

donde αa,b es la generalización de las Ecs. (4.26) y (4.27) para cualquier par de estados
|a〉 perteneciente al subespacio ne = 3, y |b〉 perteneciente a ne = 2. Para los parámetros
utilizados en la Fig. 4.4 el valor más alto de M eff

g↔e/|E(3)
e − E

(3)
g | es 0.16 para Γ/πU =

4.0 × 10−2. En el caso del triángulo isósceles, el criterio se tomó para el valor de Vg que
induce E

(2)
g = E

(4)
g , dado que cuando t′ 6= 0, se rompe la simetŕıa electrón-hueco. Para

los parámetros de la Fig. 4.6, el mayor valor de M eff
g↔e/|E(3)

e − E
(3)
g | es 3.3 × 10−2 para

Γ/πU = 3.2 × 10−2; y en la Fig. 4.8, el valor correspondiente de M eff
g↔e/|E(3)

e − E
(3)
g | es

0.29 para Γ/πU = 1.6× 10−1. Concluimos que estos valores son bastante consistentes con la
aproximación.

Los detalles cuantitativos de estos resultados están también afectados por otras dos aprox-
imaciones, relacionadas con el método de los bosones esclavos: a) El truncamiento de los
estados triplete en los subespacios ne = 2 y 4 y b) el hecho de que los bosones esclavos
“eligen” la solución más conveniente dentro de los subespacios con paridad definida ( o bien
e0,+ = h0,+ = 0 o e0,− = h0,− = 0).

Con respecto a esto último, formalmente, ambos canales podŕıan existir si los v́ınculos
bosónicos se cumpliesen exactamente en el hamiltoniano de la Ec. (4.25), ya que en el mapeo
de las Ecs. (4.18)-(4.20), los operadores e†j,ν , ej,ν y h†j,ν , hj,ν retienen la paridad del estado del
cual provienen, conservando la simetŕıa de inversión respecto del sitio i = 0 (Ec. (4.9)). Sin
embargo, al hacer la aproximación de campo medio, los operadores bosónicos se “condensan”
y se transforman en números, que son invariantes respecto de la transformación de reflexión
de la Ec. (4.9). Asignando, por ejemplo, la paridad del estado fundamental de ne = 3 (ν0)
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al fermión fσ, el hamiltoniano en la aproximación de campo medio está formado por dos
bandas de electrones de conducción en los contactos con diferente paridad, que se mezclan
simultáneamente con el sitio efectivo f mediante los elementos de matriz efectivos Vν,σ. De
las Ecs. (B.69) puede verse que la única manera de satisfacer las ecuaciones del saddle-point
(ver Apéndice B.2.2) es evitando el acoplamiento simultáneo de ambas bandas con paridad
definida y forzando a que uno de los hoppings efectivos Vν,σ = 0, con lo cual e0,ν = h0,ν = 0.
Dado que las ecuaciones del campo medio surgen de minimizar la enerǵıa global del sistema,
éste “decide” cuál banda desacoplar en función de cuál le permite minimizar más su enerǵıa.

De todas maneras, estos detalles cuantitativos no alteran la conclusión general de esta
sección, en el sentido de que para valores de V pequeños el sistema puede ser mapeado a un
problema efectivo de una impureza de Anderson o de Kondo, y el estado fundamental es un
ĺıquido de Fermi a bajas temperaturas.

La posibilidad obtener un comportamiento tipo “Non-Fermi Liquid” para un tŕımero
triangular con simetŕıa C3v ha sido discutida en otros trabajos [121, 122] utilizando Grupo de
Renormalización Numérico y argumentos de escaleo, donde se ha encontrado que el punto fijo
a T = 0 es un Non-Fermi Liquid inestable. Esto está relacionado con la degeneración orbital
en el estado fundamental. Nuestro método no permite acceder a ese régimen de alta simetŕıa,
dado que los bosones esclavos en campo medio siempre exploran un subespacio de soluciones
tipo ĺıquido de Fermi, que es estable cuando el doblete fundamental no está degenerado.

4.6 Resumen y conclusiones

Se estudió la conductancia a través de diferentes arreglos de puntos cuánticos interactuantes
acoplados a contactos metálicos. Utilizando un mapeo a un sitio efectivo que describe las
excitaciones de baja enerǵıa y una representación de bosones esclavos de Kotliar-Ruckenstein
en la aproximación de punto de ensilladura, se obtuvo la conductancia a través del sistema
utilizando la fórmulación de Landauer.

El método descripto en esta parte del trabajo permite describir las propiedades de trans-
porte a través de sistemas nanoscópicos fuertemente correlacionados cerca de la enerǵıa de
Fermi y a temperaturas bajas, siempre que el acoplamiento con los contactos (parámetro V )
sea pequeño con respecto a la diferencia de niveles en el cluster de puntos cuánticos.

Los resultados obtenidos muestran claramente que la aproximación de un sitio efectivo, es
consistente con la descripción de ĺıquido de Fermi local de la Ref. [110]. Cuando los valores de
Vg son tales que se induce un número impar de electrones en el arreglo de puntos cuánticos,
la formación de un estado ligado virtual en el nivel de Fermi, permite obtener valores de
conductancia muy cercanos al cuanto de conductancia 2e2/h.

Una fuente de interferencias destructivas en la conductancia, que no está contemplada en
la aproximación de campo medio utilizada en esta parte del trabajo, podŕıa ser la coexis-
tencia de canales con diferente paridad. Sin embargo, esta interferencia debeŕıa ser pequeña
para valores de V pequeños. Este condicionamiento no es demasiado restrictivo, ya que ex-
perimentalmente los acoplamientos con los contactos pueden hacerse efectivamente débiles.
El truncamiento de estados de 2 y 4 part́ıculas con S = 1 es también una fuente de error
en la descripción, ya que algunos de ellos compiten energéticamente con estados con S = 0.
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Intuitivamente se puede argumentar que la incorporación de estos estados produce una dis-
minución de la temperatura de Kondo [112]. Una representación de bosones esclavos que
intente incorporar estos estados, debeŕıa respetar la simetŕıa SU(2) de los bosones con S = 1,
pero esto es no trivial en la aproximación de punto de ensilladura.

Los resultados de este caṕıtulo están publicados en la Ref. [117].



Caṕıtulo 5

Efectos de interferencia en anillos
de Hubbard

5.1 Introducción

El avance en la nanofabricación basada en semiconductores ha permitido no solamente el
desarrollo de nuevos dispositivos con potenciales usos tecnológicos, sino también construir
herramientas para verificar los conceptos más fundamentales de la mecánica cuántica. Al-
gunos de estos conceptos, el principio de superposición, la interferencia cuántica y la existencia
de fases topológicas, han sido verificados en forma bella e impresionante en estudios exper-
imentales de los llamados efectos Aharonov-Bohm [123] 1 y Aharonov-Casher [124, 125] en
anillos mesoscópicos [126], y en anillos mesoscópicos con puntos cuánticos [127, 128].

Una fase topológica aparece en la función de onda de un sistema cuántico al completar
una trayectoria cerrada en el espacio de parámetros del hamiltoniano [129]. Cuando este
movimiento es adiabático, la fase acumulada se denomina fase de Berry [129], y la extensión
a un caso más general se denomina fase de Aharonov-Anandan [130].

En el caso de electrones que atraviesan un anillo unidimensional conectado a dos contactos
metálicos y concatenado por un flujo magnético φ = πr2B, donde r es el radio del anillo y
B es un campo magnético uniforme, la parte de la función de onda del electrón que circula
por la mitad superior del anillo adquiere una fase proporcional a

∫
C+

~A(~r).d~l, donde ~A(~r) es
el potencial vector, que verifica ~∇ × ~A(~r) = ~B, mientras que la parte inferior acumula una
fase

∫
C−

~A(~r).d~l, de manera tal que al recombinarse ambas partes en el extremo de salida
del anillo, la fase relativa acumulada es la fase de Aharonov-Bohm ΦAB =

∮
~A(~r).d~l. La fase

Aharonov-Bohm es un ejemplo de fase topológica. Su presencia permite generar notables
modulaciones en la conductancia a través de estos anillos [126].

Otro ejemplo de fase topológica es la fase Aharonov-Casher ΦAC,σ, que se origina debido

1En realidad, los experimentos realizados en anillos mesoscópicos no constituyen verdaderamente una de-
mostración de la predicción original de Y. Aharonov y D. Bohm (ver Ref. [123]). Ésta predice que un electrón
acumula una fase topológica al atravesar una zona en la que el campo magnético es nulo, mientras que los
experimentos realizados no satisfacen este requisito [53]. De cualquier manera, esto no les quita su importancia
en la demostración de efectos de interferencia cuántica.
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a la presencia de la interacción spin-órbita de Rashba, que resulta del movimiento del spin del
electrón en una zona donde el campo eléctrico es no nulo. En general, en las heteroestruc-
turas semiconductoras, los campos eléctricos se originan naturalmente al yuxtaponer dos
materiales con distinto gap. Ubicando contactos de compuerta en forma conveniente, estos
campos eléctricos pueden regularse de manera controlada, modificando a su vez el valor de la
interacción spin-órbita. La fase relativa acumulada por los electrones que atraviesan el anillo
en sentido horario o antihorario con una cierta proyección de spin, también puede producir
modulaciones en la conductancia apreciables [124, 125].

Aunque mucha de la fenomenoloǵıa observada en estos experimentos puede ser explicada
mediante modelos de electrones no interactuantes [131, 132, 133], la inclusión de los efectos
de las correlaciones en estos sistemas es en general dif́ıcil y no existe aún un esquema con-
sensuado. Aún con el conocimiento de los autoestados exactos de la región interactuante
desacoplada del resto del sistema no interactuante (t́ıpicamente los contactos), no existe un
procedimiento sencillo para calcular la conductancia. Una simplificación existe en el ĺımite en
que el acoplamiento del sistema con los contactos es muy pequeño, V → 0. Algunos autores
[134, 135, 136] usaron un método perturbativo a orden V 2, válido si el estado fundamental
del sistema interactuante es no degenerado. Esto, por supuesto, no es válido en el régimen
de Kondo, ya que el estado fundamental es doblemente degenerado 2.

Además del valor intŕınseco que supone el entendimiento básico de las correlaciones en la
conductancia a través de estos sistemas, estos dispositivos están siendo estudiados también
por sus posibles usos como interferómetros, interruptores, etc. que permitan medir y controlar
los grados de libertad de spin, lo que constituye el objetivo de la espintrónica.

En esta parte del trabajo nos concentraremos en estudiar el efecto de las correlaciones en la
conductancia a través de arreglos de puntos cuánticos en presencia de los efectos Aharonov-
Bohm y Aharonov-Casher. En las Secs. 5.2 y 5.3 se presenta el desarrollo de un modelo
“tight-binding” para un anillo de Hubbard unidimensional, en presencia de los efectos de la
interacción spin-órbita, y las aproximaciones realizadas. En la Sec. 5.4 se presenta el cálculo
de la conductancia, y en la Sec. 5.5 se muestran los resultados obtenidos y comparaciones
con otros formalismos. Finalmente, en la Sec. 5.6 se muestra un resumen y las conclusiones
de este caṕıtulo.

5.2 Modelo “tight-binding” para un anillo no interactuante

Para comenzar nuestro estudio, el primer paso es derivar un modelo “tight-binding” no inter-
actuante, para luego incorporar correlaciones locales. El hamiltoniano de un electrón en un
gas bidimensional, con un campo magnético ~B aplicado y sujeto a la interacción spin-órbita
es (despreciando el efecto Zeeman) [132]

HSO =
~Π2

2m∗e
+ α′SO~σ.

(
~E × ~Π

)
+ V (~r), (5.1)

donde el momento canónico ~Π = ~p − e ~A contiene al potencial vector, y donde α′SO es la
constante de interacción spin-órbita de Rashba. En nuestro caso, suponemos los campos ~B

2Se supone un campo B lo suficientemente pequeño como para despreciar el efecto Zeeman.
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y ~E uniformes y aplicados en la dirección perpendicular al plano del anillo. El término V (~r)
representa, en este caso, un potencial electrostático que confina el movimiento 2D del electrón
a un anillo de ancho w. La derivación del ĺımite correcto 2D → 1D (es decir, el ĺımite w →
0) a partir de este hamiltoniano fue logrado recientemente [137]. Una versión compacta de
este hamiltoniano 1D en coordenadas ciĺındricas es [131]

HNI = ~Ω
(
−i ∂
∂ϕ
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σr(ϕ)
)2

, (5.2)

donde Ω = ~/2m∗er
2, con m∗e la masa efectiva del electrón en el semiconductor, y ωSO =

αSO/~r con αSO = ~α′SOEz. El flujo magnético es φ = Bπr2 y el cuanto de flujo φ0 = h/e.
Las matrices de Pauli están escritas en coordenadas ciĺındricas

σr(ϕ) = σx cosϕ+ σy sinϕ, (5.3)
σϕ(ϕ) = −σx sinϕ+ σy cosϕ. (5.4)

Una cosa interesante de esta notación es que se verifica ∂σr(ϕ)/∂ϕ = σϕ(ϕ). Para simplificar
el problema, en la Ec. (5.2) se ha despreciado el término Zeeman frente a los efectos orbitales y
de spin-órbita. Este hamiltoniano puede ser diagonalizado muy fácilmente como se demuestra
en la Ref. [131] con autovalores y autovectores

E(σ)
n = ~Ω

(
n−

ΦAB + ΦAC,σ

2π

)2

, (5.5)

Ψ(σ)
n (ϕ) = einϕχ(σ)

n (ϕ). (5.6)

donde los espinores ortogonales χ(σ)
n (ϕ), expresados en la base de Sz, son

χ(↑)
n (ϕ) =

(
cos θ/2

eiϕ sin θ/2

)
, (5.7)

χ(↓)
n (ϕ) =

(
sin θ/2

−eiϕ cos θ/2

)
. (5.8)

En lugar de utilizar esta base para intentar derivar un modelo tight-binding, podemos ab-
sorber el segundo y tercer término del hamiltoniano en las funciones de onda mediante una
transformación de gauge conveniente, representada mediante el operador unitario Û , de tal
manera que verifique la relación

− i ∂
∂ϕ

Û(ϕ) =
(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σr(ϕ)
)
Û(ϕ). (5.9)

De esta manera, se verifica

HNIψσ = Eψσ → H ′NIψ
′
σ = Eψ′σ, (5.10)

con H ′NI = Û †HNIÛ = ~Ω
(
−i ∂∂ϕ

)2
, donde el flujo magnético y la interacción Rashba han

desaparecido, y donde ψ′σ = Û †ψσ es el espinor transformado. En el Apéndice C se demuestra
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que la transformación unitaria buscada es

Û(ϕ) = exp
[
−iσz

ϕ

2

]
exp

[
i~σ.~nθ

ϕ′

2

]
exp

[
i
φ

φ0
ϕ

]
, (5.11)

donde ~nθ = (− sin θ, 0, cos θ) y θ = tan−1 (ωSO/Ω), y donde ϕ′ = ϕ
√

1 + (ωSO/Ω)2. Es fácil
ver de la Ecs. (5.2) y (5.9) que χ(σ)

n (ϕ) = Û(ϕ)χ(σ)
n (0).

Ahora estamos en condiciones de proponer un modelo tight-binding a primeros vecinos
generalizado para incorporar los efectos Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher. Supongamos
un anillo con Nd sitios, con parámetro de red a, tal que Nda = 2πr, y donde el sitio 0 está
en la posición angular ϕ = 0. El modelo más general con simetŕıa de traslación es [138]

H = t

Nd∑
j=0

(
c†i+1,↑, c

†
i+1,↓

)
Mi+1,i

(
ci,↑
ci,↓

)
+ H.c., (5.12)

donde el operador Mi+1,i es una matriz de 2×2 que en el caso general mezcla las componentes
de los espinores escritos en la base de Sz (Ecs. (5.7) y (5.8)), y donde el elemento de
matriz t, proveniente de las componentes orbitales de las funciones de onda, debe ser elegido
como t = ~Ω × (Nd/2π)2 = ~

2/(2m∗er
2) × (r/a)2 para reproducir el hamiltoniano de la Ec.

(5.2) en el ĺımite Nd → ∞. Esta expresión surge de comparar las relaciones de dispersión
entre los modelos continuo y tight-binding a vectores de onda k pequeños. Dado que no
contiene ningún término que mezcle las proyecciones de spin, el hamiltoniano transformado

H ′NI = Û †HNIÛ = ~Ω
(
−i ∂∂ϕ

)2
, al ser escrito en la base transformada(

ci,↑
ci,↓

)
→

(
di,↑
di,↓

)
= Û(ϕi)

(
ci,↑
ci,↓

)
, (5.13)

da origen a un hamiltoniano tight-binding tradicional, diagonal en la base de los nuevos
espinores di,σ, lo que implica Û(ϕi+1)Mi+1,iÛ

†(ϕi) = 1, donde ϕi = 2πi/Nd es la posición
angular discreta del punto cuántico i-ésimo. De aqúı se sigue que

Mi+1,i = Û †(ϕi+1)Û(ϕi). (5.14)

La base de la Ec. (5.13) permite eliminar el operador Mi+1,i que aparece en la Ec. (5.12)
entre todos los sitios, excepto entre los sitios Nd− 1 y 0, donde se debe imponer la condición
de contorno cNd,σ = c0,σ. Utilizando la transformación de la Ec. (5.13) se obtiene la ecuación

Û(2π)
(
d0,↑
d0,↓

)
=

(
dNd,↑
dNd,↓

)
(5.15)

Eligiendo la base de espinores de los sitios 0 (o Nd) en la dirección ~nθ, es posible diagonalizar
el operador Û(2π)

Û(2π)
(
d0,↑
d0,↓

)
=

(
a↑d0,↑
a↓d0,↓

)
(5.16)
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donde los autovalores son aσ = ei(ΦAB+ΦAC,σ),y donde las fases

ΦAB =
2πφ
φ0

, (5.17)

ΦAC,σ = σπ

1 +

√
1 +

(
NdαSO
2πta

)2
 , (5.18)

son las fases de Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher respectivamente que adquiere un elec-
trón con proyección de spin σ al completar una vuelta alrededor del anillo [131, 132]. Es
decir, eligiendo esta base particular, el último hopping entre el sitio Nd − 1 y el sitio 0
es tei(ΦAB+ΦAC,σ). Finalmente, con una nueva transformación de gauge (esta vez trivial)
para distribuir uniformemente las fases Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher, el hamiltoniano
tight-binding puede escribirse de manera muy simple como

H =
Nd∑
i=0,σ

tei(ΦAB+ΦAC,σ)/Ndd†i+1,σdi,σ + H.c., (5.19)

con condiciones periódicas de contorno.
La posibilidad de eliminar los términos de la interacción spin-órbita mediante una trans-

formación unitaria apropiada hab́ıa sido propuesta anteriormente [138], pero (hasta donde
sabemos) nunca se hab́ıa escrito la forma expĺıcita de dicha transformación. Esto tiene im-
portantes consecuencias, ya que en el ĺımite termodinámico las condiciones de contorno son
irrelevantes y las propiedades del sistema debeŕıan ser idénticas a las de un modelo sin inter-
acción spin-órbita. Por otro lado, este es un resultado exacto interesante ya que a partir de
él pueden incorporarse fácilmente los efectos de correlaciones locales tipo Hubbard.

5.3 Modelo para un anillo interactuante

Para estudiar el efecto de las interacciones en un anillo formado por puntos cuánticos, nos
vamos a focalizar en el caso Nd = 4, que se ilustra en la Fig. 5.1. El hamiltoniano completo
del sistema es

H = Hc +Hr +Hmix, (5.20)

Hc =
−∞∑
i=0,σ

tcc
†
i−1,σci,σ +

∞∑
i=1,σ

tcc
†
i+1,σci,σ + H.c, (5.21)

Hr =
Nd∑
i=0,σ

tei(ΦAB+ΦAC,σ)/Ndd†i+1,σdi,σ + H.c.+
Nd∑
i=0,σ

Edd
†
i,σdi,σ +

+Ud†i,↑di,↑d
†
i,↓di,↓, (5.22)

Hmix = V
∑
σ

c†0,σdNd/2,σ + c†1,σd0,σ + H.c., (5.23)



104 Efectos de interferencia en anillos de Hubbard

Figura 5.1: Esquema del sistema para Nd = 4 sitios.

donde Hc describe a los contactos no interactuantes, representado por cadenas semi-infinitas.
El término Hr describe al anillo con correlaciones locales, tomando como base el modelo tight-
binding descripto en la sección anterior. Suponemos, al igual que en el caṕıtulo anterior, que la
carga en cada punto cuántico puede variarse modificando la enerǵıa diagonal con un término
adicional en el hamiltoniano−Vg

∑
i,σ d

†
i,σdi,σ. Es claro que las correlaciones locales no son

afectadas con la transformación unitaria de la Ec.(5.13), ya que(
c†i,↑, c

†
i,↑

)
.

(
ci,↑
ci,↓

)
=
(
c†i,↑, c

†
i,↑

)
Û †(ϕi)Û(ϕi)

(
ci,↑
ci,↓

)
=
(
d†i,↑, d

†
i,↑

)
.

(
di,↑
di,↓

)
. (5.24)

Finalmente, el término Hmix describe la conexión del anillo a los contactos. Para simplificar
la notación del hamiltoniano, en el contacto de la izquierda se utilizó una base de espinores
que coincide con la correspondiente al sitio i = Nd/2. Análogamente, para la cadena de la
derecha, la base de los espinores es la del sitio i = 0.

5.3.1 Aproximaciones

Al igual que el caṕıtulo anterior, vamos a tratar este problema mediante un mapeo a un
modelo de impureza de Anderson efectivo y una posterior representación mediante bosones
esclavos. Para ello, seguimos un esquema similar al del caṕıtulo anterior: se diagonaliza el
hamiltoniano Hr en los subespacios con número de electrones n definido, y se busca una
representación del hamiltoniano de la Ec.(5.23) en términos de los autoestados de Hr. Poste-
riormente, se procede a truncar aquellos estados de mayor enerǵıa. Dado que el hamiltoniano
posee simetŕıa electrón-hueco, sólo nos concentraremos en la zona donde las fluctuaciones de
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carga más relevantes son aquellas entre los subespacios con n = 3 y n = 4 part́ıculas. Gracias
a esta simetŕıa, los resultados para las fluctuaciones entre n = 4 y n = 5 son idénticos.

Del subespacio de n = 3 electrones, se retienen sólo los estados de menor enerǵıa, que
corresponden al subespacio de S = 1/2, para cada proyección de spin, y sólo el estado
fundamental de S = 0 del subespacio de n = 4. Este truncamiento permite mapear el
problema a un modelo de impureza efectiva de Anderson ya que se conserva la simetŕıa
SU(2) de los estados mapeados, y nos permite escribir el modelo

H = Hc +Hr +Hmix, (5.25)

Hc =
−∞∑
i=0,σ

tcc
†
i−1,σci,σ +

∞∑
i=1,σ

tcc
†
i+1,σci,σ + H.c, (5.26)

Hr =
∑
j,σ

E
(3)
j,σ |ψ

(3)
j,σ〉〈ψ

(3)
j,σ |+ E

(4)
0 |ψ

(4)
0 〉〈ψ

(4)
0 |,

Hmix = V
∑

j,σ,η=0,1

αηj,σ|ψ
(4)
0 〉〈ψ

(3)
j,σ |cη,σ + H.c., (5.27)

donde

α1
j,σ ≡

〈
ψ

(4)
0

∣∣∣d†0,σ∣∣∣ψ(3)
j,σ

〉
,

α0
j,σ ≡

〈
ψ

(4)
j,p

∣∣∣d†N/2,σ∣∣∣ψ(3)
j,σ

〉
. (5.28)

Utilizando una representación de bosones esclavos de Coleman (ver Sec. 3.2)

|ψ(3)
j,↑ 〉 → fj,↓|0̃〉,

|ψ(3)
j,↓ 〉 → −fj,↑|0̃〉,

|ψ(4)
0 〉 → e†|0̃〉, (5.29)

donde el signo − se introduce para que la descripción respete la simetŕıa SU(2) al trabajar
con los operadores de destrucción de part́ıculas fj,σ sobre un estado completamente lleno de
fermiones |0̃〉, el que hemos definido como el nuevo “vaćıo”. De esta manera se obtiene un
hamiltoniano que conserva el número de fermiones. Las pseudo-part́ıculas están sujetas al
v́ınculo generalizado

∑
j,σ

f †j,σfj,σ + e†e = 1, (5.30)

que, como es habitual, se incorpora mediante el multiplicador de Lagrange λ. Finalmente,
realizando la aproximación de punto de ensilladura, el hamiltoniano efectivo que se obtiene
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es

H ′eff (λ) = Hc +Hr +Hmix +Hconstr, (5.31)

Hc =
−∞∑
i=0,σ

tcc
†
i−1,σci,σ +

∞∑
i=1,σ

tcc
†
i+1,σci,σ + H.c, (5.32)

Hr =
∑
j,σ

E
(3)
j,σf

†
j,σfj,σ + E

(4)
0 e2

0,

Hmix =
∑

j,σ,η=0,1

V η
j,σf

†
j,σcη,σ + H.c.,

Hconstr = λ

∑
j,σ

f †j,σfj,σ + e2
0 − 1

 , (5.33)

donde V η
j,σ = V e0α

η
j,σ y donde todos los efectos de la interacción spin-órbita, el campo

magnético, el cambio de base, etc, están contenidos en los parámetros efectivos αηj,σ , E(3)
j,σ y

E
(4)
0 .

Si insistimos en utilizar la tradicional base de Sz para analizar, por ejemplo, la trans-
mitancia, vemos que un electrón que viaja de izquierda a derecha con una cierta proyección
de spin σ en la cadena de la izquierda sufre una dispersión dependiente del spin al llegar al
sitio efectivo. Este resultado de nuestro modelo está corroborado por resultados similares
para el caso no interactuante, donde la conductancia a través del anillo se expresa medi-
ante la formulación de Landauer con una matriz de transmitancia dependiente del spin Tσ,σ′
[131, 132].

El próximo paso es resolver las ecuaciones del punto de ensilladura. Para tal fin, utilizando
el teorema de Hellman-Feynman [91, 92] obtenemos las ecuaciones

0 =
∑
j,σ

〈f †j,σfj,σ〉+ e2
0 − 1, (5.34)

0 = 2e0

(
E

(4)
0 + λ

)
+

∑
j,σ,η=0,1

V η
j 〈c
†
η,2,σfj,σ〉+ H.c.. (5.35)

Los valores medios pueden evaluarse mediante el método de funciones de Green y ecuaciones
de movimiento. En el Apéndice B.1.2 puede verse detalladamente este cálculo.

5.4 Cálculo de la conductancia

Al igual que en el caṕıtulo anterior, la conductancia puede hallarse mediante la fórmula de
Landauer [115] que para este caso es

G =
∑
σ

Gσ, (5.36)

Gσ
G0

= 2
(
πρ0V

2e2
0

)2 ∣∣∣∑
i,j

ᾱ0
iσα

1
jσg

σ
i,j(εF )

∣∣∣2, (5.37)
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donde G0 es 2e2/h y la matriz de la función de Green del sitio efectivo acoplado a los contactos
es (ver Apéndice B.1.2)

gσi,j = g0σ
i,j +

e2
0V

2g0σ
ii g

0σ
jj

Aσ11A
σ
00 −Aσ10A

σ
01

∑
η,η′

αηiσα
η′

jσA
σ
ηη′ , (5.38)

donde

g0σ
i,j (ω) = δi,j

1

ω − E(3)
j,σ − λ

,

es el propagador del fermión fj,σ del sitio efectivo aislado. Las funciones Aση,η′(ω) son

Aση,η(ω) = 1− e2
0V

2g
(0)
η (ω)

∑
m

|αηm,σ |2

ω−E(3)
m,σ−λ

para η = η′

Aση,η′(ω) = e2
0V

2g
(0)
η (ω)

∑
m

αηm,σα
η′
m,σ

ω−E(3)
m,σ−λ

para η 6= η′,
(5.39)

donde g(0)
η (ω) es la función de Green en el sitio 0 ó 1 de la cadena semi-infinita con V = 0.

En el Apéndice B.1.2 se muestran detalladamente estas derivaciones.

5.5 Resultados

Debido a la gran cantidad de parámetros presentes en el hamiltoniano de la Ec.(5.23), es
conveniente buscar una manera de distinguir los diversos reǵımenes que pueden existir en
el sistema estudiado. En la Fig. 5.2 se muestra un diagrama en el espacio de parámetros
del hamiltoniano y los distintos reǵımenes que se inducen en el sistema esquematizado en la
Fig. 5.1 a T = 0. Utilizando como unidad de enerǵıas el elemento de matrix de hopping t,
exploramos el espacio de parámetros variando Vg, U y V . Nos concentramos en una zona de
este diagrama en la cual los parámetros son tales que favorecen una carga n = 3 o n = 4 en
el anillo aislado (V = 0).

Partiendo del caso V = 0 (anillo desacoplado) y para U grande, el estado fundamental
del sistema corresponde a un estado con n = 3 (E(3)

0 < E
(4)
0 ). A medida que −Vg crece

(favoreciendo una carga mayor en cada punto cuántico), el estado fundamental de n = 4
comienza a acercarse al de n = 3, hasta que eventualmente estos niveles se cruzan y el nuevo
estado fundamental corresponderá a un estado con n = 4, es decir E(4)

0 < E
(3)
0 . Esto define

la curva U∗(Vg) (en el plano basal de la Fig. 5.2) y corresponde a todos los puntos U y Vg

para los cuales E(3)
0 = E

(4)
0 .

Podemos pensar que esta situación corresponde al ĺımite atómico del modelo de Anderson.
Cuando se “enciende” el parámetro V , el nuevo estado fundamental es un estado de muchos
cuerpos no trivial, y en general, es alguna mezcla que contiene estados con n = 3 y n = 4.
Para V → 0, una pequeña variación en los parámetros Vg ó U produce una gran variación
en el peso de las componentes de n = 3 y n = 4. A medida que V crece, aparece una
zona en las que las fluctuaciones de la carga son cada vez más importantes, una zona de
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Figura 5.2: Reǵımenes de parámetros del anillo con Nd = 4 para φ = 0 y φ = π.

“valencia intermedia”. Para definir estas zonas, utilizamos criterios análogos a los usados
en el art́ıculo de Wilson sobre el Grupo de Renormalización Numérico [23]: un régimen de
momento localizado o de Kondo, en el que Γ� E

(4)
0 −E

(3)
0 , donde Γ = πρ0V

2(|α1
0|2 + |α0

0|2)
es la hibridización efectiva; una zona de valencia mixta Γ ' |E(3)

0 − E(4)
0 | , una zona “no

magnética” Γ > |E(3)
0 − E(4)

0 | y finalmente, una zona de “orbital vaćıo”, en general cuando
E

(3)
0 > E

(4)
0 . La superficie que separa la zona de régimen de momento localizado de la zona de

valencia mixta se define como aquella en la que E(3)
0 = E

(4)
0 − 8Γ, mientras que la superficie

que separa la zona de valencia mixta de la zona no magnética verifica E(3)
0 = E

(4)
0 +Γ. Cuando

V → 0, ambas superficies tienden suavemente a la misma curva U∗(Vg) .

Vemos que la posición de las superficies cambia cuando se modifica el flujo magnético φ,
en virtud de la dependencia de los parámetros del modelo de Anderson efectivo E(n)

j y αηj,σ
con el campo magnético. Esto tiene consecuencias importantes en la conductancia, ya que
desde este punto de vista, el flujo magnético es una variable más que permite “sintonizar” el
sistema en un régimen u otro.

Mencionamos anteriormente que el truncamiento de estados restringe la validez del método
a valores de V pequeños. Esto se traduce en que la zona válida para explorar la conductancia
será aquella cercana a la base de la Fig.5.2.

Con esta clasificación de reǵımenes, se espera que, más allá de los detalles particulares,
producto del particular punto elegido en el espacio de parámetros, todas las curvas de con-
ductancia de una misma región tengan las mismas caracteŕısticas generales.
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5.5.1 Conductancia en el régimen no magnético. Comparación con otros
métodos

En primer lugar, mostramos resultados para la conductancia en el régimen no magnético,
es decir, cuando E

(4)
0 < E

(3)
0 . En particular, se eligió una zona del espacio de parámetros

dada por los puntos −Vg/t = 0.8, U/t = 2.0, y variando el parámetro V/t en el rango
0.25 < V/t < 1. Como puede verse en la Fig.5.2, esa zona corresponde a la región no
magnética.

En diversos trabajos se han calculado las propiedades de un sistema mesoscópico interac-
tuante, débilmente acoplado a contactos metálicos, en forma perturbativa, calculando exac-
tamente las propiedades del sistema interactuante para V = 0, cuando su estado fundamental
es no degenerado [134, 135, 136].

Figura 5.3: Modelo efectivo de dos sitios acoplados débilmente mediante el elemento Ṽ (ω) [135, 136].

La expresión de la conductancia en este caso puede derivarse mediante el formalismo de
Landauer a orden V 2, mapeando el problema a la transmitancia a través de dos sitios efectivos
L y R (ver Fig. 5.3). La transmitancia Tσ,σ(ω) es [134, 135, 136]

Tσ,σ(ω) = |tσ,σ(ω)|2 =
4Γ2|Ṽσ(ω)|2∣∣∣ [ω − εL,σ(ω) + iΓ] [ω − εR,σ(ω) + iΓ]− |Ṽσ(ω)|2

∣∣∣2 , (5.40)

donde εL,σ(ω) = V 2G(0),σ
Nd/2,Nd/2

(ω), εR,σ(ω) = V 2G(0),σ
0,0 (ω) y Ṽσ(ω) = V 2G(0),σ

Nd/2,0
(ω), donde las

funciones de Green retardadas del cluster desacoplado G(0),σ
a,b (ω) se pueden calcular formal-

mente a T = 0 como [139, 62]

G(0),σ
a,b (ω) =

〈
Ψ0

∣∣∣da,σ 1
ω + E0 −H + i0+

d†b,σ

∣∣∣Ψ0

〉
+
〈

Ψ0

∣∣∣d†b,σ 1
ω − E0 +H + i0+

da,σ

∣∣∣Ψ0

〉
.

(5.41)
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donde |Ψ0〉 es el estado fundamental del cluster desacoplado 3 y E0 su enerǵıa fundamental.
Introduciendo una representación de Lehmann, se obtiene [139]

G(0),σ
a,b (ω) =

∑
j

〈Ψ0|da,σ|ψj〉〈ψj |d†b,σ|Ψ0〉
ω + E0 − εj + i0+

+
〈Ψ0|d†b,σ|ψj〉〈ψj |da,σ|Ψ0〉

ω − E0 + εj + i0+
. (5.42)

donde los estados |ψj〉 son autoestados de H con una part́ıcula más (o menos) que |Ψ0〉.
Al concentrarnos en las fluctuaciones de carga entre las configuraciones n = 3 y n = 4,
cerca la la enerǵıa de Fermi (ω = 0), y dado que el estado fundamental del cluster |Ψ0〉
pertenece a una de estas dos configuraciones, podemos despreciar uno de los términos a la
derecha de la igualdad en la Ec.(5.42). Por otra parte, en el régimen no magnético tenemos
|Ψ0〉 = |ψ(4)

0 〉 y E0 = E
(4)
0 . Los estados excitados corresponden a los autoestados con n = 3,

|ψj〉 = |ψ(3)
j,σ〉, εj = E

(3)
j,σ , y reemplazando los elementos de matriz por las definiciones de la

Ec.(5.28), α0
j,σ ≡ 〈ψ

(4)
0 |d

†
Nd/2,σ

|ψ(3)
j,σ〉 y α1

j,σ ≡ 〈ψ
(4)
0 |d

†
0,σ|ψ

(3)
j,σ〉, podemos escribir la Ec.(5.42)

en la forma

G(0),σ
a,b (ω) '

∑
j

αaj,σα
b
j,σ

ω − E(4)
0 + E

(3)
j,σ + i0+

,

=
∑
j

αaj,σg
(0)σ
j,j (−ω)αbj,σ. (5.43)

El ancho Γ del nivel efectivo εL(R),σ(ω) aparece por su acoplamiento con la semicadena
infinita (ver Fig. 5.3). Usando ecuaciones de movimiento, y suponiendo una densidad de
estados ρc constante en las semicadenas, puede verse que Γ = πρct

2
c . Usando la equivalencia

de la Ec. (4.37) para la densidad de estados en EF en el extremo de una semicadena infinita,
se obtiene Γ = tc.

Los resultados presentados en la Fig. 5.4 muestran cálculos de la conductancia a través
del anillo utilizando el modelo de la impureza efectiva de Anderson con la aproximación
de bosones esclavos en campo medio de las secciones anteriores, y el método perturbativo
mencionado usado en las Refs. [134, 135, 136]. Puede verse que ambos métodos dan el mismo
resultado en el ĺımite V → 0. Esta equivalencia se entiende fácilmente analizando la Ec.(5.37)
en el ĺımite V → 0. Notamos que en el ĺımite V → 0, la Ec.(5.40) a orden V 2 en el nivel de
Fermi es

Tσ,σ(EF ) ' 4V 4

t2c

∣∣∣∣∣∣
∑
j

α0
j,σα

1
j,σ

−E(4)
0 + E

(3)
j,σ + i0+

∣∣∣∣∣∣
2

. (5.44)

En el caso del método de bosones esclavos, tomando el ĺımite V → 0, las ecuaciones del
campo medio dan e0 → 1 y λ → −E(4)

0 . Por otro lado partiendo de la Ec. (5.38), se
3Notar que las funciones de Green exactas del cluster desacoplado G(0),σ

a,b (ω), donde a y b son los sitios
i = a, b tienen sentido desde el punto de vista f́ısico, mientras que las funciones de Green del problema
efectivo que hemos definido como gσi,j(ω), donde i y j corresponden a los estados |ψ(3)

i,σ〉 y |ψ(3)
j,σ〉, son solamente

herramientas de cálculo.
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Figura 5.4: Conductancia a través del anillo en la región no magnética, calculada mediante el método
perturbativo [134, 135, 136] y el método de la impureza de Anderson efectiva usando bosones esclavos en
campo medio.

obtiene gi,j(ω) → g
(0)
i,j (ω) en el ĺımite V → 0, con lo cual, reemplazando estos resultados en

la Ec.(5.37), se obtiene la expresión a orden V 2

Gσ
G0

'
(
2πρcV 2

)2 ∣∣∣∣∣∣
∑
j

α0
j,σg

(0)σ
j,j (EF )α1

j,σ

∣∣∣∣∣∣
2

,

' 4V 4

t2c

∣∣∣∣∣∣
∑
j

α0
j,σα

1
j,σ

E
(4)
0 − E(3)

j,σ + i0+

∣∣∣∣∣∣
2

, (5.45)

donde se usó que, para el caso de las cadenas semi-infinitas (Ec. (4.37)), la densidad de esta-
dos es ρc = 1/πtc. Vemos que ambas expresiones para la conductancia (método perturbativo
y método del modelo de Anderson efectivo con bosones esclavos) en el ĺımite V → 0 son
idénticas, lo que explica la equivalencia en la Fig. 5.4. Los detalles de la conductancia depen-
den de la particular estructura de niveles en el anillo y su dependencia con el flujo magnético.
Sin embargo, en el punto ΦAB/π = 1 se obtiene una cancelación de la conductancia por
interferencia destructiva entre los diferentes canales del anillo. Este resultado es consistente
con anteriores estudios en sistemas análogos en el régimen no magnético [136, 134].
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5.5.2 Conductancia en el régimen de Kondo y de valencia intermedia
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Figura 5.5: Conductancia a través del anillo en el régimen magnético, calculada mediante el método de
la impureza de Anderson efectiva usando bosones esclavos en campo medio, para varios valores de V y para
αSO = 0.

Los resultados más importantes de este caṕıtulo son aquellos obtenidos cuando en el
anillo existe un momento local no compensado, es decir, en los reǵımenes de Kondo y de
valencia mixta (ver Fig. 5.2). En la actualidad no existe un método confiable para estudiar
la conductancia a través de cluster de varios sitios. El método perturbativo a orden V 2

no es válido en esta región debido a que el estado fundamental del anillo desacoplado está
degenerado y corresponde a un doblete S = 1/2 4. En la Fig. 5.5 se muestran los resultados
en este régimen en función del flujo magnético φ, para varios valores de V , de manera de
explorar la zona de Kondo y de valencia intermedia. En particular, se eligió una zona del

4Recordar que estamos despreciando el efecto Zeeman.
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espacio de parámetros dada por los puntos −Vg/t = 0.0, U/t = 6.0, y se varió el parámetro
V/t en el rango 3.1 < V/t3.5. Como puede verse en la Fig.5.2, esa zona corresponde a la
región magnética y de valencia intermedia. En estos cálculos, se fijó αSO = 0.
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Figura 5.6: Conductancia en función de ΦAB , para varios valores del acoplamiento spin-órbita de Rashba
αSO.

Al igual que el caso de la conductancia a través del tŕımero (Cap. 4), cuando las fluc-
tuaciones de la carga están congeladas, la presencia del efecto Kondo se traduce en una
saturación de la conductancia en G0, gracias a la formación de un estado ligado virtual a
través del cual pueden pasar los electrones de un contacto al otro (singlete de Kondo).

La caracteŕıstica más llamativa de este resultado es la completa anulación de la conduc-
tancia cuando ΦAB/π = 1. En el caso no interactuante, esto se explica fácilmente en términos
de una interferencia destructiva completa por el efecto Aharonov-Bohm. En el caso del anillo
interactuante con flujo ΦAB/π = 1, puede verse que el hamiltoniano de la Ec.(5.23) es invari-
ante ante una reflexión dj,σ → dNd−j,σ y el cambio de signo en el sitio i = 0, d0,σ → −d0,σ

simultáneos, mientras que la función de Green del cluster GNd/2,0 cambia de signo, con lo
cual también debe anularse la conductancia [136]. Desde el punto de vista técnico del pre-
sente modelo, la conductancia se anula por la degeneración de estados con distinta paridad,
lo que produce elementos de matriz αηj,σ de igual módulo y diferente signo, cancelándose
idénticamente la suma dentro del valor absoluto de la Ec.(5.37). Para verificar que se trata
efectivamente de una interferencia destructiva , en la Fig. 5.5 (b) se muestra el valor de la
ocupación total de los niveles f , nf =

∑
j,σ〈f

†
σfσ〉. Lejos del punto ΦAB/π = 1, la conduc-

tancia se comporta de manera muy similar a la ocupación nf , un resultado esperado para los
ĺıquidos de Fermi, en virtud de la Ec. (4.48). Sin embargo, la cancelación en ΦAB/π = 1 se
produce para una ocupación finita nf , lo que sugiere una interferencia destructiva completa
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entre los diversos canales del anillo. El método de bosones esclavos en campo medio sugiere
una interpretación en términos de cuasipart́ıculas no interactuantes. Esto indica que son las
cuasipart́ıculas en el nivel de Fermi las que acumulan una fase de Aharonov-Bohm e inter-
fieren destructivamente al salir del anillo. Cuando se incrementa el valor del acoplamiento
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Figura 5.7: Detalle de la conductancia cerca de ΦAB = π, para varios valores del acoplamiento spin-órbita
de Rashba αSO.

V , la carga en el anillo comienza a fluctuar y entramos en el régimen de valencia intermedia.
En este caso, el efecto Kondo se debilita y la conductancia decrece desde el valor ideal G0.

Al igual que lo señalado en el caṕıtulo anterior, el método del mapeo y la representación
de bosones esclavos en campo medio no permiten estudiar las propiedades del sistema cuando
el estado fundamental tiene degeneraciones distintas a la de Kramers [121, 122]. Por esta
razón, rigurosamente, el método no permite acceder a los puntos ΦAB/π = m, donde m es
un entero. Sin embargo, como puede verse en la Fig. 5.5, la interferencia destructiva es
robusta, en el sentido que se produce en un entorno de los puntos ΦAB/π = 2m + 1, donde
el método es válido. Por otra parte, desde el punto de vista experimental, la situación de
simetŕıa de paridad perfecta (y la consecuente degeneración orbital del estado fundamental)
es muy dif́ıcil de lograr.

5.5.3 Efectos de la interacción spin-órbita Rashba

En esta sección nos centraremos en el estudio de los efectos de la interacción Rashba en la
conductancia. En la Fig.5.6 se muestra la conductancia en función de ΦAB para diversos
valores de la constante αSO.

A medida que el valor de αSO aumenta, aparecen “dips” cada vez más notorios donde
la conductancia con αSO = 0 era máxima. Este efecto es debido a la destrucción paulatina
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Figura 5.8: Detalle esquemático del desdoblamiento de la resonancia de Kondo por efecto de la interacción
spin-órbita de Rashba. Este efecto es análogo al efecto Zeeman.

del efecto Kondo producido por un desbalance en la ocupación f , nf,↑ 6= nf,↓ cuando la
interacción Rashba αSO 6= 0. En este sentido, la interacción Rashba produce un efecto
similar a un término Zeeman, generando una separación de los dobletes S = 1/2 inicialmente
degenerados por la degeneración de Kramers.

Otro efecto de la interacción spin-órbita es la pérdida de la cancelación perfecta de la
conductancia para ΦAB = π (ver Fig. 5.7). Esto puede entenderse pensando que las cuasi-
part́ıculas adquieren una fase relativa ligeramente diferente a π debido a la presencia de una
fase Aharonov-Casher adicional.

Figura 5.9: Esquema del transporte polarizado en spin.

La ocupación nf se obtiene integrando la densidad de estados ρf (ω) hasta el nivel de
Fermi. Para αSO = 0 y Γ→ 0 las resonancias de Kondo para cada spin coinciden exactamente
y están aproximadamente centradas en el nivel de Fermi (ver Fig. 5.8). En estas condiciones,
EF coincide aproximadamente con el máximo de ρf (ω), lo que maximiza la conductancia
en virtud de la Ec. (5.37). Cuando αSO 6= 0, se rompe la degeneración de spin y las
resonancias para cada spin se corren en enerǵıa en direcciones opuestas. Por consiguiente,
las ocupaciones nf,↑ 6= nf,↓ y el nivel de Fermi coincide ya no coincide con ninguno de los
máximos de ρf,σ(ω), lo que explica la disminución de la conductancia en la Fig. 5.6. Este
efecto es más notable cuanto más se encuentra el sistema en el régimen de Kondo (Γ → 0 y
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E
(3)
0 < E

(4)
0 ). Al aumentar el valor de Γ (aumentando V ó, como en la Fig.5.6, variando el

flujo φ), se recupera la conductancia al ensancharse los niveles resonantes, lo que equivale a
minimizar el efecto de αSO.
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Figura 5.10: Conductancia por spin.

5.5.4 Efectos de las interacciones en el transporte polarizado en spin

Los esfuerzos en el área de la spintrónica están dirigidos a controlar el grado de libertad de
spin. Por esta razón estudiamos la conductancia, discriminando las 2 contribuciones de cada
spin. Para fijar ideas, supongamos un electrón con su spin polarizado “up” según la dirección
~nθ (ver Fig. 5.9) en el contacto de la izquierda, donde ~nθ = (− sin θ, 0, cos θ).

Al atravesar el anillo, este electrón es transmitido al contacto de la derecha en una nueva
dirección “up”, en virtud de la transformación Û(π). El nuevo eje de cuantización del spin
puede hallarse como

Û †(π)~σ.~nθÛ(π) = ~σ.~n′θ = (sin θ, 0, cos θ). (5.46)

Es decir, un electrón polarizado con spin σ inyectado en el contacto de la izquierda en la
dirección ~nθ, sale polarizado con spin σ en la nueva dirección ~n′θ.

En la Fig. 5.10 se muestran los mismos resultados que en la Fig. 5.6 discriminados por
spin. En el rango de 0 < ΦAB < π mostrado en la Fig. 5.10, siempre la conductancia
mayor corresponde a la proyección “up”. La situación es inversa en el rango no mostrado
π < ΦAB < 2π. Diversos trabajos [140, 131] han considerado a este sistema, aunque sin
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Figura 5.11: Detalle de la conductancia resuelta en spin cerca de ΦAB ≈ π. Se observa que la cancelación de
la conductancia para cada componente Gσ se produce para valores de ΦAB 6= π por el efecto de la interacción
spin-órbita.

interacciones, como un filtro de spin, con eficiencias teóricas de 100% (transporte totalmente
polarizado) [131].

Lo que demuestra nuestro cálculo incluyendo las correlaciones, es que éstas producen
una magnificación en la transmitancia polarizada en spin. Esto puede resultar de interés
experimental, ya que para valores bajos de αSO y de flujo magnético ΦAB pueden conseguirse
cocientes entre conductancias polarizadas mayores a 2 para ΦAB ' 0.2π (ver Fig. 5.10).
Incluso se obtienen valores ideales para la conductancia en una de las polarizaciones.

Notamos que para los máximos valores de NdαSO/2ta utilizados en nuestros cálculos,
correspondientes a NdαSO/2ta ' 0.14, los ejes de de cuantización del spin ~nθ y ~n′θ son
prácticamente paralelos al eje ẑ (cos θ ' 0.99). Es decir que experimentalmente, tales efectos
de filtrado de spin debeŕıan seŕıan prácticamente independientes de la orientación.

Resulta interesante también observar la conductancia polarizada cerca del punto ΦAC = π.
Esta figura es análoga a la Fig. 5.7, y puede observarse el corrimiento sufrido en la cancelación
de la conductancia para cada spin.
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5.6 Resumen y conclusiones

Hemos presentado un método para calcular la conductancia a través de un anillo formado
por puntos cuánticos interactuantes que encierra un flujo magnético φ y sometido a una
interacción spin-órbita de Rashba, en los reǵımenes no magnéticos, de valencia intermedia y
de Kondo. Los efectos de la interacción spin-órbita se incluyen en una fase Aharonov-Casher
a través de una transformación de gauge no abeliana. Con esta transformación fue posible
derivar un hamiltoniano de Hubbard con correlaciones locales. Utilizando un mapeo a un
modelo de Anderson efectivo, y una representación de bosones esclavos en campo medio,
similar a los utilizados en el caṕıtulo anterior, se calculó la conductancia a través del sistema
mediante la fórmula de Landauer.

Los resultados muestran que, para valores bajos de V , y cuando el sistema está en el
régimen no magnético, el método es equivalente a diversas aproximaciones perturbativas
utilizadas previamente [134, 136, 135]. Esta equivalencia puede establecerse anaĺıticamente.
Cuando el sistema está en el régimen de Kondo y cuando αSO = 0 se obtiene conductacia
ideal G0 para prácticamente todos los valores de ΦAB. Sin embargo, cuando ΦAB = π(2m+
1) con m entero, se obtiene una cancelación perfecta de la conductancia. El método de
bosones esclavos en campo medio sugiere una interpretación en términos de cuasipart́ıculas
que adquieren una fase relativa π, interfiriendo destructivamente en el anillo. Al aumentar el
valor de V , las fluctuaciones de la carga en el anillo son cada vez mayores, lo que debilita el
efecto Kondo y la conductancia se aleja de su valor ideal G0. Para campos magnéticos bajos,
el flujo ΦAB actúa como un parámetro más que permite sintonizar el sistema en un régimen
u otro.

La interacción spin-órbita tiene como principal efecto la destrucción del efecto Kondo
debido a que actúa como un término de Zeeman, desbalanceando las ocupaciones “up” y
“down” en el anillo. Esto a su vez tiene drásticas consecuencias para la conductancia, llegando
a anularse debido a la destrucción completa del singlete de Kondo. Este efecto es más notable
cuando los parámetros son tales que el sistema está más en el régimen de Kondo.

Finalmente se analizó la posibilidad de considerar el sistema como un polarizador de spin
cuando el anillo está en el régimen de Kondo. El efecto de las correlaciones en la polarización
del spin consiste en magnificar el efecto de la interacción spin-órbita y del flujo magnético.
Para el rango estudiado del parámetro αSO, se obtienen cocientes entre las conductancias
polarizadas ' 2 o más. Esto podŕıa tener interés desde el punto de vista experimental.



Caṕıtulo 6

Resumen y conclusiones generales

En esta tesis estudiamos diversas manifestaciones del efecto Kondo en sistemas de valencia
intermedia y en sistemas nanoscópicos, dentro del marco provisto por el modelo de impureza
de Anderson. Los avances experimentales y tecnológicos realizados en las últimas décadas
han colocado a la f́ısica de Kondo bajo condiciones diferentes y novedosas, y cada vez más
complejas desde el punto de vista teórico. Es por ello que resulta necesario adaptar las
técnicas y métodos conocidos para describir teóricamente estas nuevas situaciones. A lo
largo de este trabajo utilizamos extensiones o modificaciones al método de bosones esclavos
en campo medio, al método variacional y aproximaciones a la NCA, e implementamos mapeos
a modelos efectivos de impureza. Estas técnicas son complementarias y cada una de ellas
permite analizar un aspecto del problema y acceder a un cierto tipo de información sobre el
sistema.

Propiedades electrónicas de compuestos de Yb

Los compuestos concentrados a base de Yb se consideran los “análogos de huecos” de los
compuestos de Ce, ya que en general su valencia fluctúa entre las configuraciones 4f13 (un
hueco f) y 4f14 (capa f llena). La naturaleza localizada del hueco f da lugar a importantes
efectos de correlaciones, que se suman a los efectos del campo cristalino, siempre presentes
en alguna medida en estos compuestos.

A pesar de tratarse de sistemas concentrados, muchas de las propiedades termodinámicas
de los compuestos de Yb pueden ser interpretadas en términos de los modelos de impureza
de Anderson y de Kondo, ya que los efectos de coherencia se ponen de manifiesto en las
propiedades termodinámicas y dinámicas a temperaturas menores que TK . La aproximación
a la NCA, propuesta por Zwicknagl, Zevin y Fulde y explicada en el Cap. 2, permite estudiar
dichas propiedades en sistemas de impurezas de Anderson diluidas, partiendo de una solución
variacional a T = 0 que es exacta en el ĺımite N →∞, donde N es la degeneración magnética.
El modelo original propuesto por los autores mencionados permite introducir los efectos del
campo cristalino bajo la forma de niveles de enerǵıas de excitación ∆m ajustables.

Aplicando este método a los compuestos Yb2M3Ga9 (M=Rh,Ir) y Yb3Ni5Al19, se obtienen
valores para la ocupación de huecos en la capa f a T = 0 de n0

f ∼ 0.5, algo que indica fuertes
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fluctuaciones de la valencia e itinerancia del hueco f . Una caracteŕıstica de estos compuestos
es la similitud entre las escalas de enerǵıa del campo cristalino ∆ y TK , algo que resulta
inusual en la fenomenoloǵıa de los sistemas de valencia intermedia.

A pesar de obtenerse ajustes muy razonables para diversos experimentos termodinámicos
y dinámicos, existen algunos indicios de efectos de la red periódica. Los resultados teóricos
de susceptibilidad mejoran sustancialmente al incluir correlaciones antiferromagnéticas entre
momentos magnéticos vecinos, algo que podŕıa considerarse originado, por ejemplo, por la
interacción RKKY. Por otra parte la discrepancia entre teoŕıa y experimento en la valencia
nf (T ) y la función de scattering S(~q, ω) a alta temperatura estaŕıan relacionadas con una
liberación macroscópica de carga hacia la banda de conducción, algo ausente en los modelos
de impureza.

Eventuales mejoras a los cálculos presentados requieren la introducción de una escala
adicional de enerǵıa, la temperatura de coherencia Tcoh, que se relaciona con la formación de
un ĺıquido de Fermi coherente a T = 0. Métodos autoconsistentes como la Teoŕıa de Campo
Medio Dinámico, o DMFT (“Dynamical Mean-Field Theory) seŕıan potenciales candidatos
para tener en cuenta estos efectos.

Impurezas magnéticas en corrales cuánticos

Los corrales cuánticos son estructuras nanoscópicas que permiten confinar los electrones su-
perficiales de metales como Au(111) o Cu(111). Este confinamiento se traduce en una dis-
cretización de los niveles electrónicos dentro del corral. Sin embargo, el confinamiento im-
perfecto de las paredes provoca que los niveles electrónicos adquieran un ancho relacionado
con la vida media finita de un electrón atrapado en el corral.

Los experimentos de STM realizados incorporando una impureza magnética dentro de un
corral cuántico permiten combinar la f́ısica tradicional de Kondo con los efectos del confi-
namiento. En estos experimentos, la separación t́ıpica de niveles del corral que se acoplan
significativamente con la impureza (∆) es mayor que TK . Resultados teóricos indican que
si ∆ > TK en sistemas con niveles de conducción discretos y de vida media infinita, no es
posible apantallar el momento magnético de la impureza y el efecto Kondo no se produce,
contradiciendo lo observado experimentalmente. Por ello, en primer lugar, es esencial un
modelo que de cuenta del confinamiento imperfecto en el corral, lo que proporciona un cierto
ancho a los niveles electrónico por efectos de vida media. Para lograr esto, modelamos el
corral cuántico utilizando un potencial circular deltiforme continuo Wδ(r − r0), donde r0 es
el radio del corral. El grado de confinamiento puede regularse variando la intensidad del po-
tencial W . Esta aproximación funciona muy bien para posiciones no muy cercanas al borde,
donde seŕıa necesario dar cuenta de la discretización atómica de las paredes. Posteriormente
usamos un desarrollo en polos discretos del propagador de los electrones superficiales, que
tienen una interpretación sencilla en términos de las resonancias discretas del corral cuántico.
Esto último mantiene la simplicidad del método, ya que para enerǵıas y temperaturas bajas,
son suficientes unos pocos términos del desarrollo en resonancias discretas para obtener una
descripción razonable de la densidad de estados en el corral.

Usamos una extensión del modelo de impureza de Anderson para tener en cuenta la
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hibridización de la impureza con los estados de la superficie, fuertemente modulados espa-
cialmente, y con los estados del bulk. Usando una representación de bosones esclavos en la
aproximación de campo medio, en el ĺımite U →∞, pudimos obtener resultados teóricos de
dI/dV que reproducen las curvas de Fano observadas experimentalmente. Posteriormente
calculamos espectros dI/dV en función de la enerǵıa para distintas posiciones dentro del cor-
ral. La modulación espacial de las funciones de onda confinadas produce una variación de las
curvas de Fano de dI/dV al variar la posición de la impureza, lo que podŕıa utilizarse para
estimar los pesos relativos de las contribuciones de bulk y de los estados de superficie en el
singlete Kondo, un problema que es aún controversial.

Conductancia a través de puntos cuánticos acoplados

Los puntos cuánticos realizados sobre heterojunturas semiconductoras mediante la aplicación
de potenciales eléctricos, son sistemas que permiten albergar unos pocos electrones. El con-
finamiento producido en las 3 direcciones, les confiere propiedades semejantes a los átomos,
pero con la ventaja de poder regular la cantidad de electrones, la enerǵıa de los niveles, el
grado de acoplamiento con el resto del circuito, etc. Estas ventajas los convierten en sis-
temas con mucha versatilidad para las aplicaciones tecnológicas, aunque también constituyen
instrumentos con los cuales se pueden poner a prueba los fundamentos de la teoŕıa cuántica.
Por estas razones, el entendimiento de dichos sistemas resulta fundamental.

En esta parte de la tesis nos concentramos en estudiar el efecto Kondo en arreglos de
puntos cuánticos, y las consecuencias de ello en el transporte electrónico. Experimentalmente
se ha demostrado que un punto cuántico actúa como una impureza magnética cuando el
número de electrones que alberga es impar, y a bajas temperaturas. Desde el punto de
vista de las aplicaciones, existe mucho interés en el estudio de sistemas de puntos cuánticos
acoplados por su eventual uso en spintrónica y en el procesamiento de información cuántica.

Como método general para estudiar el efecto Kondo en sistemas de Nd puntos cuánticos,
los modelamos mediante un hamiltoniano de Hubbard con correlaciones en los sitios, acop-
lando este sistema a contactos metálicos mediante un elemento de matriz V . Primeramente,
resolvimos exactamente el problema para V = 0 y truncamos el espacio de Hilbert obtenido,
reteniendo los niveles de más baja enerǵıa en el arreglo de puntos cuánticos acoplados. En
general, cuando el número de electrones en el cluster es impar, el estado de menor enerǵıa
es un doblete (S = 1/2), y cuando el número es par, el estado fundamental es un singlete
(S = 0). Cualitativamente, los estados con menor spin total aprovechan mejor la enerǵıa
cinética que los estados con spin total más alto. Este hecho se aprovecha para mapear los
estados retenidos a un modelo efectivo de impureza de Anderson. Usando una representación
de bosones esclavos en campo medio de ese hamiltoniano efectivo, calculamos la conductancia
a través del sistema de puntos cuánticos con la formulación de Landauer. Esto es posible ya
que el sistema efectivo que se obtiene luego de hacer la aproximación de campo medio es un
sistema de fermiones no interactuantes.

Por tratarse de una aproximación de baja enerǵıa, el método sólo permite describir las
propiedades del sistema cerca de la enerǵıa de Fermi y a temperaturas bajas, y siempre que
el acoplamiento con los contactos (parámetro V ) sea pequeño con respecto a la diferencia de
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niveles en el arreglo de puntos cuánticos.
Los resultados obtenidos para el caso Nd = 1 para la conductancia a T = 0 son consis-

tentes con resultados de Grupo de Renormalización Numérico, y en el ĺımite de Kondo la
conductancia en función del voltaje de compuerta Vg presenta el t́ıpico plateau de conduc-
tancia ideal G0 = 2e2/h. Esto también se observa para Nd = 3 para diversas geometŕıas y
configuraciones, cuando Vg favorece la ocupación de 1 electrón por sitio.

Con este mismo método, se estudió la conductancia a través de anillos formados por
puntos cuánticos, con la idea de estudiar los efectos Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher
en combinación con la f́ısica de Kondo. En primer lugar, se desarrolló un modelo tight-
binding que incluye los efectos de la interacción spin-órbita de Rashba y los efectos orbitales
del campo magnético, a través de una transformación de gauge no abeliana. La ventaja
fundamental de esta transformación, es que permite realizar un cambio de base en el sistema
para eliminar los términos de spin-flip que introduce la interacción spin-órbita, quedando
los efectos del campo magnético (exceptuando el efecto Zeeman) y de la interacción spin-
órbita, enteramente incluidos a través de una sustitución de Peierls generalizada. A pesar de
haber sido propuesta anteriormente, hasta el momento no se hab́ıa escrito expĺıcitamente la
transformación de gauge para el caso de anillos unidimensionales.

Calculamos la conductancia a través del anillo en los reǵımenes no magnéticos, de va-
lencia intermedia y de Kondo. Cuando el sistema está en el régimen de Kondo y cuando
el acoplamiento spin-órbita αSO = 0, se obtiene conductacia ideal G0 para prácticamente
todos los valores de la fase de Aharonov-Bohm ΦAB, y anulación perfecta por interferencia
destructiva cuando ΦAB = π.

La interacción spin-órbita tiene como principal efecto la destrucción del efecto Kondo
debido a que actúa como un término de Zeeman, desbalanceando las ocupaciones del spin
up y down en el anillo. Esto a su vez tiene importantes consecuencias para la conductancia,
llegando a anularse debido a la destrucción completa del singlete de Kondo. Por otro lado,
resulta muy interesante que la interacción spin-órbita permite obtener una polarización en
spin de la corriente que circula por el anillo, y que esa polarización se ve magnificada por
efecto de las correlaciones.

Las limitaciones del método del mapeo al modelo de impureza efectiva de Anderson están
dadas principalmente por el grado de acoplamiento V con los contactos. Este parámetro debe
ser pequeño para que puedan eliminarse términos de orden O(V )4 en el cluster, que exploran
el subespacio de estados excitados. Otras limitaciones se relacionan con la aproximación de
campo medio en la representación de bosones esclavos, que sólo permite estudiar la zona
cercana a la enerǵıa de Fermi. Por otro lado, esta representación no permite el estudio de
sistemas Non-Fermi liquid.

Una perspectiva interesante para el método del mapeo seŕıa la incorporación de una
representación de bosones esclavos que preserve la simetŕıa de rotación de los estados con spin
S = 1, 3/2, 2, .... En la aproximación de campo medio, esto no es posible porque los bosones
condensados no transforman frente a las operaciones del grupo rotaciones. Esta extensión
permitiŕıa describir algunos estados excitados del cluster. Por otro lado, otros observables del
sistema, aparte de la conductancia, se podŕıan calcular con facilidad con el método del mapeo,
como por ejemplo las funciones de correlación de spin en diversos reǵımenes de parámetros,
algo que tendŕıa mucho interés desde el punto de vista tecnológico.
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A.1 Regla de Suma

Partimos de la fórmula de la Ec. (2.36)

ρf (ω) =
(1 + e−βω)

Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)ρm(ω + ε), (A.1)

donde Zf es, por medio de las Ecs. (2.16) y (2.19)

Zf =
∫ ∞
−∞

dε e−βε

(
ρ0(ε) +

∑
m

ρm(ε)

)
. (A.2)

De la Ec. (2.36)

ρf (ω)× 1
1 + e−βω

=
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)ρm(ω + ε), (A.3)

e integrando ambos miembros con respecto a ω∫ ∞
−∞

dω ρf (ω)× 1
1 + e−βω

=
1
Zf

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)ρm(ω + ε),∫ ∞
−∞

dω ρf (ω)× (1− f(ω)) =
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)×
∫ ∞
−∞

dω ρm(ω + ε),

1− nf (T ) =
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε)× 1, (A.4)

donde en la última ĺınea se utilizaron las reglas de suma∫ ∞
−∞

dω ρm(ω) =
∫ ∞
−∞

dω ρf (ω) = 1∫ ∞
−∞

dω f(ω)ρf (ω) = nf (T ). (A.5)
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Finalmente, despejando de la Ec. (2.22)

Zf −
∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε) =
∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε),

1− 1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερ0(ε) =
1
Zf

∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε),

(A.6)

y reemplazando en la Ec. (A.4) se obtiene lo que queŕıamos demostrar

nf (T ) =
1
Zf

∑
m

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε). (A.7)

Análogamente, la ocupación parcial del nivel εfm es

nfm(T ) =
1
Zf

∫ ∞
−∞

dε e−βερm(ε). (A.8)

A.2 Cálculo de propiedades con la NCA aproximada

Partiendo de la enerǵıa libre de Helmholtz

F = kBT lnZf = Eg − kBT ln
(
1− n0

f

)
− kBT ln

(∑
m

ΓmIm + 1

)
. (A.9)

podemos calcular la magnetización y la susceptibilidad

M = −∂Eg
∂B
− kBT

1
1− n0

f

∂n0
f

∂B
+ kBT

1∑
m ΓmIm + 1

∑
m

(
∂Im
∂B

Γm +
∂Γm
∂B

Im

)
,

χ = χ0 − kBT

(
1

1− n0
f

)
∂2n0

f

∂B2
+ kBT

(
1∑

m ΓmIm + 1

)∑
m

(
∂2Im
∂B2

Γm +
∂2Γm
∂B2

Im

)
.

Para evaluar las derivadas que aparecen en esta expresión, hacemos uso de la Ec. (2.106)
para escribir

nf (T ) =
∑

m ΓmIm
1 +

∑
m ΓmIm

, (A.10)

Derivando dos veces esta expresión con respecto a B y evaluando en B = 0 obtenemos

∂2nf (T )
∂B2

= (1− nf (T ))
∑
m

∂2Γm
∂B2

Im + Γm
∂2Im
∂B2

, (A.11)
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donde se utilizó la simetŕıa de reversión temporal (Ec. (2.112)). Vemos que el resultado queda
en función de las derivadas ∂2Γm/∂B2 y ∂2Im/∂B

2. La primera de ellas será discutida más
adelante. Para evaluar la segunda, recordamos la definición de la integral Im (Ec. (2.107))

Im =
∫ ∞
−∞

1
π

nF (ε)

[ω − T0 −∆m]2 +
[
Γm(1− n0

f )nF (−ε)
]2dε. (A.12)

Utilizando la regla de la cadena

∂Im
∂B

=
∂Im
∂T0

∂T0

∂B
+

∂Im
∂∆m

∂∆m

∂B
+
∂Im
∂n0

f

∂n0
f

∂B
+
∂Im
∂Γm

∂Γm
∂B

(A.13)

y derivando nuevamente y evaluando para B = 0 obtenemos

∂2Im
∂B2

=
∂Im
∂T0

∂2T0

∂B2
+
∂2Im
∂∆2

m

(
∂∆m

∂B

)2

+
∂Im
∂∆m

∂2∆m

∂B2
+
∂Im
∂n0

f

∂2n0
f

∂B2
+
∂Im
∂Γm

∂2Γm
∂B2

,(A.14)

donde nuevamente se utilizó la simetŕıa de reversión temporal (Ec. (2.112)). Utilizando teoŕıa
de perturbaciones a segundo orden en B (Ecs. (2.60) y (2.62)) podemos evaluar las derivadas

∂∆m

∂B
= gµB〈m|Jα|m〉, (A.15)

∂2∆m

∂B2
= 2(gµB)2

∑
m′ 6=m

|〈m|Jα|m′〉|2

∆m −∆m′
, (A.16)

∂2Γm
∂B2

= 2(gµB)2
∑
m′ 6=m

(Γm − Γm′)|〈m|Jα|m′〉|2

(∆m −∆m′)2
, (A.17)

Las derivadas de la integral Im con respecto a ∆m, n
0
f y Γm se evalúan numéricamente a

partir de la Ec. (2.107). Recordando las definiciones de la Sec. 2.4.1

T0 ≡ εf,1 − Eg, (A.18)
∆m ≡ εf,m − εf,1, (A.19)

y teniendo en cuenta que ∂Im/∂T0 = ∂Im/∂∆m y que ∂2Eg/∂B
2 = −χ0, podemos escribir

finalmente

χ = χ0 − kBT

(
1

1− n0
f

)
∂2n0

f

∂B2
+ kBT (1− nf (T ))S, (A.20)

donde ∂2n0
f/∂B

2 se obtiene a partir de la Ec. (A.11) a T = 0, y donde la función S esta
definida como

S ≡
∑

m

(
Im + ∂Im

∂Γm

)
2(gµB)2

∑
m′ 6=m

(Γm′−Γm)|〈m|Jα|m′〉|2
(∆m−∆m′ )

2 +

Γm

(
∂Im
∂∆m

χ0 + ∂Im
∂n0

f

∂2n0
f

∂B2 + ∂2Im
∂∆2

m
(gµB)2|〈m|Jα|m〉|2 + ∂Im

∂∆m
2(gµB)2

∑
m′ 6=m

|〈m|Jα|m′〉|2
∆m−∆m′

)
.

(A.21)
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A.3 Cálculo Variacional

Partiendo de Ec. (2.47)

HA|Ψg〉 = Eg|Ψg〉, (A.22)

y evaluando miembro a miembro

HA|Ψg〉 =

AEF +
∑
k,m

V ∗k,m√
N
bk,m

 |0̃〉+

∑
k,m

A
Vk,m√
N

+ bk,m (EF − εk + εf,m)

 |k,m〉
Eg|Ψg〉 = EgA|0̃〉+ Eg

∑
k,m

bk,m|k,m〉, (A.23)

podemos igualar los coeficientes y despejar el valor de bk,m

bk,m = −AVm√
N

1
EF − εk + εf,m − Eg

. (A.24)

Reemplazando en la Ec. (2.48) se obtiene

Eg =
∑
k,m

V 2
k,m

N

1
Eg + εk − εf,m

. (A.25)

Pasando al continuo la sumatoria en k y utilizando una densidad de estados constante ρc se
obtiene la Ec. (2.51)

Eg =
∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ εf,m − Eg
D + εf,m − Eg

∣∣∣∣, (A.26)

donde Γm = πV 2
mρc. Con las definiciones T0 ≡ εf,1 −Eg y ∆m ≡ εf,m − εf,1, esta ecuación se

convierte en la Ec. (2.52)

T0 = εf,1 −
∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ T0 + ∆m

D + T0 + ∆m

∣∣∣∣. (A.27)

La constante A se puede hallar imponiendo la normalización de la función de onda igual a 1

|〈Ψg|Ψg〉|2 = 1

A2 +
∑
k,m

|bk,m|2 = 1 (A.28)

Utilizando que n0
f,m = 〈Ψg|

(
|m〉〈m|

)
|Ψg〉 =

∣∣∣〈m|Ψg〉
∣∣∣2 =

∑
k |bk,m|2 podemos reemplazar en

la Ec. (A.28)

A2 = 1−
∑
m

n0
f,m

A2 = 1− n0
f , (A.29)



A.3 Cálculo Variacional 127

donde en la última ĺınea se ha utilizado

n0
f =

∑
m

n0
f,m. (A.30)

Una vez que se ha hallado el valor de T0 que satisface la Ec. (A.27), y por consiguiente, se
ha hallado la función de onda |Ψg〉 se pueden calcular todas las propiedades del sistema a
T = 0. La ocupación del nivel εf,m es

n0
f,m =

∑
k

|bk,m|2

=
∑
k

|Vk,m|2

N

1− n0
f

(εk − T0 −∆m)2 , (A.31)

y, como se procedió anteriormente, se pasa la sumatoria en k a una integral en enerǵıa usando
una densidad de estados constante

n0
f,m =

(1− n0
f )Γm
π

(
1

T0 + ∆m
− 1
W + T0 + ∆m

)
. (A.32)

Esta ecuación junto con la Ec. (A.30), permiten despejar n0
f

n0
f =

∑
m

n0
f,m

=
(1− n0

f )
π

∑
m

(
Γm

T0 + ∆m
− Γm
D + T0 + ∆m

)
, (A.33)

y despejando n0
f se obtiene la Ec. (2.56).

n0
f =

∑
m

n0
f,m,

= 1− 1

1 +
∑

m
Γm
π

(
1

T0+∆m
− 1

D+T0+∆m

) . (A.34)

A.3.1 Densidad de estados ρf (ω)

A continuación mostramos cómo se evalúan las funciones G<ff,m(ω) y G>ff,m(ω) en el ĺımite
N → ∞. Partimos de la Ec. (2.75), en la que es necesario evaluar la matriz del resolvente
R(ω) = [ω − Eg + HA]−1. Evaluamos dicha matriz entre los elementos de la base |k〉 =
|0〉ck,m|FS〉, |m′, k, k′〉 = |m′〉ck′,m′ck,m|FS〉

1 = 〈k|R(ω)(ω − Eg +HA)|k〉,

1 = Rk,k(ω − Eg − εk) +
∑
m′ 6=m

∑
k′

Rk,k′km′
Vm′√
N

+
∑
k′ 6=k

Rk,k′km
Vm√
N
, (A.35)
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Evaluando para Rk,k′km′ con k′,m′ 6= k,m tenemos

0 = Rk,k′km′(ω − Eg + εfm′ − εk − εk′) +Rk,k
Vm′√
N
, (A.36)

Reemplazando la Ec. (A.36) en la Ec. (A.35) se obtiene

1 = Rk,k(ω)

ω − Eg − εk − ∑
k′m′ 6=km

V 2
m′

N

1
ω − Eg + εfm′ − εk − εk′

 . (A.37)

Definiendo

Skm′(ω) =
∑

k′m′ 6=km

V 2
m′

N

1
ω − Eg + εfm′ − εk − εk′

, (A.38)

y pasando al continuo, tenemos

Sk,m′(ω) =
Γm′
π

∫ 0

−D
dε

1
ω + i0+ − Eg + εfm′ − εk − ε

,

=
Γm′
π

∫ D

0
dx

1
ω + i0+∆m′ + T0 − εk + x

,

=
Γm′
π

[
ln
(
D + ω + ∆m′ + T0 − εk
ω + ∆m′ + T0 − εk

)
− iπθ(εk − ω −∆m′ − T0)

]
. (A.39)

Reemplazando este resultado y el valor de Eg dado por la Ec. (2.51), en la Ec. (A.37) se
obtiene la expresión de la Ec. (2.78)

[Rk,k(ω)]−1 = ω − εk +
∑
m

Γm
π

[
ln
(
D + T0 + ∆m

T0 + ∆m

)
+ ln

(
ω + ∆m + T0 − εk

D + ω + ∆m + T0 − εk

)]
−

−i
∑
m

Γmθ(εk − ω −∆m − T0),

' ω − εk +
∑
m

Γm
π

ln
(

T0 + ∆m

ω + ∆m + T0 − εk

)
− i
∑
m

Γmθ(εk − ω −∆m − T0),

(A.40)

donde en la última ĺınea se despreciaron los efectos del borde de la banda de conducción.
Reemplazando en la Ec. (2.75) y utilizando las Ecs.(A.24) y (A.29), obtenemos

G<ff,m(ω) =
∑
k

|bk,m|2Rkk(z),

= (1− n0
f )
∑
k

V 2
m

N

1
(∆m + T0 − εk)2

Rkk(ω),

=
(1− n0

f )Γm
π

∫ 0

−D
dε

1
(∆m + T0 − ε)2

×

× 1

ω − ε+
∑

m′

[
Γm′
π ln

∣∣∣ω−ε+∆m′+T0

∆m′+T0

∣∣∣+ iΓm′θ(ε− ω −∆m′ − T0)
] ,(A.41)
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que es el resultado de la Ec. (2.79). En el caso del propagador G>ff,m(ω) tenemos (ver
Ec.(2.87))

G>ff,m(ω) = (1− n0
f )R00(ω), (A.42)

donde en este caso R00(ω) = 〈0̃|[ω + Eg − HA]−1|0̃〉. Procediendo análogamente al caso
anterior, calculamos

1 = R00(ω + Eg − εfm) +
∑
k>kF

R0,k
Vm√
N
, (A.43)

0 = R0k(ω + Eg − εk) +R00
Vm√
N
−

∑
m′,k′<kF

R0,kk′m′
Vm′√
N
, (A.44)

0 = R0,kk′m′(ω + Eg − εk − εfm′ + εk′)−R0,k
Vm′√
N
. (A.45)

Reemplazando la Ec. (A.45) en la Ec. (A.44) obtenemos

0 = R0k(ω − εk − ζ(εk, ω) +R00
Vm√
N
,

R0k = −R00
Vm√
N

1
ω − εk − ζ(εk, ω)

, (A.46)

donde

ζ(εk, ω) = −Eg +
∑

m′,k′<kF

V 2
m′

N

1
ω + Eg − εk − εfm′ + εk′

,

= −Eg +
∑
m′

Γm′
π

∫ 0

−D
dε

1
ω + i0+ + Eg − εfm′ − εk + ε

,

= −Eg +
∑
m′

Γm′
π

[
ln
(

ω −∆m′ − T0 − εk
ω −∆m′ − T0 − εk −D

)
− iπθ(ω − εk −∆m′ − T0)

]
.

(A.47)

Reemplazando por el valor de Eg dado por la Ec. (2.51) y despreciando efectos del borde de
la banda tenemos

ζ(εk, ω) =
∑
m′

Γ′m
π

ln
(
εk − ω + T0 + ∆m′

T0 + ∆m′

)
− iπθ(ω − εk −∆m′ − T0). (A.48)

Reemplazando el resultado de la Ec. (A.46) en la Ec. (A.43), la expresión de R00 queda
entonces

1 = R00

ω + Eg − εfm −
∑
k>kF

V 2
m

N

1
ω + Eg − εk − ζ(εk, ω)

 ,
[R00]−1 = ω + Eg − εfm −

∑
k>kF

V 2
m

N

1
ω + Eg − εk − ζ(εk, ω)

. (A.49)
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Pasando al continuo tenemos la expresión

[R00]−1 = ω + i0+ + Eg − εfm −
Γm
π

∫ D

0
dε

1
ω + i0+ + Eg − ε− ζ(ε, ω)

,

[R00]−1 = ω + i0+ − T0 −∆m −
Γm
π

∫ D

0
dε

1
ω + i0+ + Eg − ε− ζ(ε, ω)

, (A.50)

y reemplazando en la Ec. (A.42) obtenemos finalmente

G>ff,m(ω) = (1− n0
f )R00(ω),

=
1− n0

f

ω + i0+ − T0 −∆m − Γm
π

∫ D
0 dε 1

ω+i0++Eg−ε−ζ(ε,ω)

, (A.51)

que es la expresión de la Ec. (2.88).

A.4 Ecuaciones NCA aproximadas

Vamos a demostrar que las Ecs. (2.51) y (2.100) son equivalentes. Partiendo de las ecuaciones
que definen la aproximación NCA, Ecs. (2.26) y (2.27), tenemos a orden V 2

Σ(1)
0 (z) =

∑
k,m

V 2
mnF (εk)G(0)

m (z + εk), (A.52)

donde G
(0)
m (z) puede encontrarse conociendo las densidades ρ

(0)
m a partir de la conocida

relación [64]

G(0)
m (ω + i0+) = −P

[∫ ∞
−∞

dx
ρ

(0)
m (x)
x− ω

]
− iπρ(0)

m (ω). (A.53)

Reemplazando en esta ecuación las expresiones ρ(0)
m (ω) = δ(ω − εf,m) válidas para V = 0,

obtenemos la sencilla expresión

G(0)
m (ω + i0+) =

1
ω − εf,m

− iπδ(ω − εf,m). (A.54)

Reemplazando este resultado en la Ec. (A.52)

Σ(1)
0 (ω + i0+) = V 2

m

∑
k,m

V 2
mnF (εk)

[
1

ω + εk − εf,m
− iπδ(ω + εk − εf,m)

]
,

=
∑
m

V 2

∫
dε nF (ε)ρc(ε)

[
1

ω + ε− εf,m
− iπδ(ω + ε− εf,m)

]
. (A.55)
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Para el caso T = 0 y aproximando, como hemos hecho hasta ahora, la banda de conducción
por una banda “chata” ρc(ω) = ρc, se obtiene

Σ(1)
0 (ω + i0+) =

∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ εf,m − ω
εf,m +D − ω

∣∣∣∣−
−i
∑
m

Γmθ(ω + εf,m −D)θ(εf,m − ω). (A.56)

Recordando la Ec. (2.100)

ω − ReΣ(1)
0 (ω, T ) = 0,

ω −
∑
m

Γm
π

ln
∣∣∣∣ εf,m − ω
εf,m +D − ω

∣∣∣∣ = 0, (A.57)

vemos que coincide exactamente con la Ec. (2.51), cambiando ω por Eg.
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Apéndice B

Método de bosones esclavos

B.1 Formulación de Coleman

B.1.1 Modelo de Anderson

Partimos de la expresión de la Ec. (3.23)

Z =
∫
D[ψ,ψ]D[e, e]dλ e−βF [ψ,ψ;e,e;λ], (B.1)

donde

βF [ψ,ψ; e, e;λ] =
∫ β

0
dτ

[∑
i

ψi
∂

∂τ
ψ + e

∂

∂τ
e+H ′(λ)

]
, (B.2)

es la funcional de la enerǵıa libre total del sistema a una temperatura T = 1/kBβ y donde
H ′(λ) = H + λ(Q − 1) está dado por la Ec. (3.6). Las variables de Grassman ψi(τ) y
ψi(τ) representan los campos fermiónicos y los números complejos e(τ) y e(τ) representan
los campos bosónicos. Estas ecuaciones pueden escribirse convenientemente en la forma (ver
Ec. (3.21))

Z =
∫
D[e, e]dλ e−βFeff , (B.3)

donde

Feff =

[∑
i

e

(
∂

∂τ
+ λ

)
e− λ−

∑
m

Tr ln Gm

]
, (B.4)

donde Feff es la enerǵıa libre efectiva donde los los grados de libertad fermiónicos se han
integrado suponiendo en una cierta configuración el campo bosónico e, y la matriz de Gm
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para un modo fermiónico de Matsubara iωn, está dada por

Ĝ−1
m (iωn) = iωn1− Ĥ′m(λ)

=


(iωn − εf,m − λ) e0V k=k1 e0V k=k2 e0V k=k3 . . .

e0Vk=k1 (iωn − εk=k1) 0 0 . . .
e0Vk=k2 0 (iωn − εk=k2) 0 . . .
e0Vk=k3 0 0 (iωn − εk=k3) . . .

...
...

...
. . .

 ,

En la aproximación de campo medio Z ∝ e−βFeff , por lo que hay que minimizar respecto del
bosón condensado e0 y de λ. Usando la identidad de la Ec. (3.26) y las definiciones de las
Ecs. (2.7)-(3.31) llegamos a la expresión de la enerǵıa libre efectiva de la Ec. (3.32)

∆Feff = (e2
0 − 1)λ− 1

β

∑
m

∑
n

lnGff,m(iωn). (B.5)

Derivando con respecto a e0 y λ se obtienen las Ecs. (3.33) y (3.34). Podemos simplificar
las expresiones de Gff,m y Gkk,m suponiendo, como es usual, que el parámetro Vk es inde-
pendiente de k (Vk = V ), y que los estados de conducción poseen una densidad de estados
constante cerca del nivel de Fermi. Para esto último, utilizamos una simplificación usual∑

k

G0
kk,m(z) =

∑
k

1
z − εk

≈ ρc ln
[
D + z

D − z

]
, (B.6)

que verifica propiedades anaĺıticas de los propagadores de un electrón1. En esta expresión ρc
es la densidad de estados en el nivel de Fermi y D es el semiancho de la banda de conducción.
Utilizando estas aproximaciones en las Ecs. (3.35) y (3.36) y suponiendo que no hay efectos
del campo cristalino (εf,m = εf ) y que los efectos del borde de la banda son nulos cerca de
EF , se obtiene para la Ec. (3.35)

0 =
∂∆Feff
∂e0

,

0 = λ− NρcV
2

π
Im
[∫ ∞
−∞

dω Gff,m(ω + i0+)
(

ln
∣∣∣∣D + ω

D − ω

∣∣∣∣− iπθ(D − |ω|))] ,
= λ+NρcV

2Re
[∫ 0

−D
dω Gff,m(ω + i0+)

]
,

= λ+NρcV
2

∫ 0

−D
dω

ω − (εf + λ)
[ω − (εf + λ)]2 + Γ̃2

,

= λ+
NρcV

2

2
ln

[
(εf + λ)2 + Γ̃2

(D + εf + λ)2 + Γ̃2

]

≈ λ+
NρcV

2

2
ln

[
(εf + λ)2 + Γ̃2

D2

]
(B.7)

1La función de Green de un electrón debe verificar G(z) lim|z|→∞
1
z
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donde Γ̃ = e2
0Γ, y Γ = V 2πρc lo hab́ıamos definido en la sección 2.4.1. La Ec. (3.36) queda

0 =
∂∆Feff
∂λ

,

0 = e2
0 −

N

π
Im
[∫ 0

−D
dω Gff,m(ω + i0+)

]
− 1,

= e2
0 +

N

π

∫ 0

−D
dω

Γ
[ω − (εf + λ)]2 + Γ2

− 1,

= e2
0 −

N

π

{
tg−1

[
εf + λ

Γ

]
− tg−1

[
D + εf + λ

Γ

]}
− 1,

≈ e2
0 −

N

π

{
tg−1

[
εf + λ

Γ

]
− π

2

}
− 1,

≈ e2
0 +

N

π
tg−1

[
Γ

εf + λ

]
− 1, (B.8)

y de aqúı

εf + λ ≈ Γ

tan
[
π(1−e20)

N

] . (B.9)

Para el caso N = 2, en el ĺımite de Kondo, la población del bosón e0 → 0 y εf + λ→ 0, con
lo cual λ→ −εf . Reemplazando este resultado en la Ec. (B.7) se obtiene

εf ≈ NρcV
2 ln

(
Γ̃
D

)
,

πεf
NΓ

≈ ln

(
Γ̃
D

)
, (B.10)

y finalmente de aqúı, se obtiene la expresión de la Ec. (3.38)

Γ̃ ≈ D exp
[
−
π|εf |
NΓ

]
, (B.11)

que es análoga a la Ec. (2.54), y donde Γ̃ admite la interpretación de la temperatura de
Kondo TK .

B.1.2 Modelo de Anderson efectivo (Nd = 4)

En el caso del mapeo al sitio efectivo del Cap. 5, el formalismo debe extenderse para tratar
varios fermiones fj,σ. En ese caso, resulta más fácil obtener las ecuaciones del saddle-point a
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partir del teorema de Hellman-Feynman [91, 92]

0 =
〈∂H ′eff

∂λ

〉
=
∑
j,σ

〈f †j,σfj,σ〉+ e2
0 − 1, (B.12)

0 =
〈∂H ′eff

∂e0

〉
= 2e0

(
E

(4)
0 + λ

)
+

∑
j,σ,η=0,1

V η
j 〈c
†
η,2,σfj,σ〉+ H.c., (B.13)

donde H ′eff es el hamiltoniano efectivo de la Ec. (5.33) en el que se han condensado los
operadores bosónicos e. Los valores medios se pueden calcular a través del método de la
ecuación de movimiento [93]

〈〈fj,σ; f †j′,σ〉〉 =
1

ω − E(3)
j,σ − λ

(
δjj′ +

∑
η

V η
j,σ〈〈cη,σ; f †j′,σ〉〉

)
, (B.14)

〈〈cη,σ; f †j′,σ〉〉 =
1

ω − Ση,σ(ω)

∑
j′′

V η
j′′,σ〈〈fj′′,σ; f †j′,σ〉〉,

=
Sηj′,σ

ω − Ση,σ(ω)
, (B.15)

donde Ση,σ(ω) es la autoenerǵıa del propagador de la semicadena en el sitio η: 〈〈cη,σ; c†η,σ〉〉 =
g

(0)
η,σ(ω) = [ω − Ση,σ(ω)]−1, y donde se usó la definición

Sηj,σ ≡
∑
j′

V η
j′,σ〈〈fj′,σ; f †j,σ〉〉. (B.16)

Reemplazando la Ec. (B.14) en la definición Ec. (B.16)

Sηj,σ =
∑
j′

V η
j′,σ

ω − E(3)
j′,σ − λ

δj′j +
∑
η′

V η′

j′,σ〈〈cη′,σ; f †j,σ〉〉

 , (B.17)

y reemplazando aqúı la Ec. (B.15) se obtiene

Sηj,σ =
∑
j′

V η
j′,σ

ω − E(3)
j′,σ − λ

δj′j +
∑
η′

V η′

j′,σ

Sη
′

j,σ

ω − Ση′,σ(ω)

 . (B.18)

Resolviendo para Sηj,σ se obtiene

S1
j,σ =

1

ω − E(3)
j,σ − λ

(1−Aσ00(ω))α1
j,σ +Aσ10(ω)α0

j,σ

(1−Aσ00(ω))(1−Aσ11(ω))−Aσ10(ω)Aσ01(ω)
, (B.19)

S0
j,σ =

1

ω − E(3)
j,σ − λ

(1−Aσ11(ω))α0
j,σ +Aσ01(ω)α1

j,σ

(1−Aσ11(ω))(1−Aσ00(ω))−Aσ01(ω)Aσ10(ω)
, (B.20)
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donde se definió

Aση,η′ = δη,η′ + (−1)η.η
′
g(0)
η,σ

∑
m

V η
m,σV

η′

m,σ

ω − E(3)
j,σ − λ

. (B.21)

Reemplazando las Ecs. (B.21), (B.19) y (B.20) en las Ecs. (B.14) y (B.15), se obtiene la
expresión de la Ec. (5.38)

gσi,j = g0σ
i,j +

e2
0V

2g0σ
ii g

0σ
jj

Aσ11A
σ
00 −Aσ10A

σ
01

∑
η,η′

αηiσα
η′

jσA
σ
ηη′ , (B.22)

donde se reemplazó gσi,j = 〈〈fi,σ; f †j,σ〉〉 y g0σ
i,j (ω) = δi,j [ω − E(3)

j,σ − λ]−1.
Una vez que tenemos las expresiones para gσi,j , podemos calcular los valores medios de las

Ecs. (B.12) y (B.13) y resolver las ecuaciones del saddle-point numéricamente. Para facilitar
los cálculos numéricos y aumentar la rapidez de convergencia del método, se retienen sólo los
primeros 8 estados, de un total de 20 del subespacio S = 1/2. Este truncamiento afecta las
soluciones numéricas en menos del 1%. Otra aproximación proviene de la función de Green
de los contactos, que se aproxima por g(0)

η,σ(ω) ≈ ρc
[
ln
∣∣∣D+ω
D−ω

∣∣∣− iπθ(D − |ω|)].
B.2 Formulación de Kotliar y Ruckenstein

B.2.1 Modelo de Anderson

En el caso del modelo de Anderson con U finito, la función de partición del sistema en la
formulación de Kotliar y Ruckenstein se escribe como

Z =
∫
D [e, e]D

[
h, h

]∏
σ

D [gσ, gσ] dλσdλ′ exp
[
−
∫ β

0
dτ Feff (τ)

]
, (B.23)

donde Seff (τ) es la acción efectiva, luego de haber integrado los grados de libertad fermiónicos

Feff (τ) =
[
e

(
∂

∂τ
+ λ′

)
e

]
+
∑
σ

[
gσ

(
∂

∂τ
+ εd + λ′ − λσ

)
gσ

]
+

+
[
h

(
∂

∂τ
+ U − 2εd + λ′ − 2λσ

)
h

]
− λ′ − 1

β

∑
σ

Tr ln Gσ, (B.24)

y donde la matriz Gσ (ver Ec. (3.15)), que representa a los grados de libertad fermiónicos
integrados, está dada por

G−1
σ =


(iωn − εd − λ) (egσ + gσh)V k=k1 (egσ + gσh)V k=k2 (egσ + gσh)V k=k3 . . .

(egσ + gσh)Vk=k1 (iωn − εk=k1) 0 0 . . .

(egσ + gσh)Vk=k2 0 (iωn − εk=k2) 0 . . .

(egσ + gσh)Vk=k3 0 0 (iωn − εk=k3) . . .
...

...
...

. . .

 ,
(B.25)
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La función de partición en la aproximación de campo medio se expresa simplemente como

Z ∝ exp [−βFeff ], (B.26)

donde se han condensado los grados de libertad bosónicos en la enerǵıa libre efectiva, definida
como

Feff = Fboson + Ffermion, (B.27)

donde

Fboson = λ′ e2
0 +

∑
σ

(
εd + λ′ − λσ

)
g2
σ0 +

(
U − 2εd + λ′ − 2λσ

)
h2

0 − λ′, (B.28)

es la parte bosónica de la acción y

Ffermion = − 1
π

∑
σ

Im
∫ ∞
−∞

dω nF (ω) ln Gσ(ω), (B.29)

es la contribución fermiónica a la enerǵıa libre del problema, análoga a la Ec. (3.17) .
Podemos eliminar la contribución de los electrones de la banda de conducción antes de

incorporar la impureza al sistema, definiendo, como en la Ec. (3.32),

∆Ffermion = Ffermion − F 0
fermion, (B.30)

donde

F 0
fermion = − 1

π

∑
σ

Im
∫ ∞
−∞

dω nF (ω) ln G0
band,σ(ω), (B.31)

es la contribución de los electrones de conducción desacoplados de la impureza a la enerǵıa
libre, y donde G0

band,σ es la inversa de la parte inferior de la matriz definida en la Ec. (B.25).
Ahora podemos usar la relación de la Ec. (3.26) para hallar ∆Ffermion o, alternativamente
usando la Ec. (3.19)

∆Ffermion = − 1
β

∑
σ

∫ ∞
−∞

dω ln (1 + e−βω)∆ρfermion,σ(ω), (B.32)

La variación en la densidad de estados fermiónica ρσ(ω) puede expresarse como

∆ρfermion,σ(ω) = − 1
π

Im Tr
[
Gσ(ω)−G0

band,σ(ω)
]
, (B.33)

o, usando la relación 7.94 de la Ref.[56]

∆ρfermion,σ =
1
π

Im
∂

∂ω
lnGff,σ(ω) (B.34)
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podemos expresar el cambio en la enerǵıa libre fermiónica en términos de la función de Green
Gff,σ. Reemplazando la Ec. (B.34) en la Ec. (B.32), obtenemos la expresión para ∆Ffermion

∆Ffermion = − 1
π

∑
σ

Im
∫ ∞
−∞

dω nF (ω) lnGff,σ(ω). (B.35)

La expresión de Gff,σ, obtenida mediante ecuaciones de movimiento, es

Gff,σ(ω) =
[
ω − εd − µ+ λσ + iΓ̃

]−1
, (B.36)

donde Γ̃ = [g2
σ0(e0 + h0)2]Γ.

Encontramos las ecuaciones del saddle point minimizando ∆Feff = Fboson + ∆Ffermion
respecto de e0, h0, gσ0, λσ y λ′, a T = 0. Utilizando la simetŕıa de spin, se obtiene g↑0 = g↓0 =
g0, y consecuentemente λ↑ = λ↓ = λ. Podemos eliminar el bosón e2

0 mediante la ecuación

0 =
∂∆Feff
∂λ′

(B.37)

0 = e2
0 + 2g2

0 + h2
0 − 1 (B.38)

e2
0 = 1− 2g2

0 − h2
0, (B.39)

eliminamos el simultáneamente el multiplicador λ′. De la ecuación de ∂∆Feff/∂λ = 0,
obtenemos

0 =
∂∆Feff
∂λ

(B.40)

0 = −2g2
0 − 2h2

0 −
2
π

Im
∫ 0

−∞
dω

1

ω − (εd + λ) + iΓ̃

g2
0 + h2

0 = − 1
π

[
tg−1

(
ω − (εd + λ)

Γ̃

)]0

−∞
(B.41)

tg−1

(
εd + λ

Γ̃

)
=

1
2
− g2

0 − h2
0 (B.42)

εd + λ =
Γ̃

tg
[
π
(
g2

0 + h2
0

)] (B.43)

En el caso particular de existir simetŕıa electrón-hueco, se verifica que la ocupación del orbital
d es 1/2, independientemente del valor de U . Utilizando los v́ınculos en forma exacta 〈d†σdσ〉 =
〈f †σfσ〉, con lo que obtenemos

g2
0 + h2

0 = 〈f †σfσ〉 =
1
2
, (B.44)

con lo cual podemos eliminar la variable h0. Además, en este caso particular, se debe verificar
que la ocupación del estado vaćıo y el doblemente ocupado es la misma. Esto implica e0 = h0.
Con todas estas simplificaciones en el caso simétrico, la función de enerǵıa libre depende
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solamente de la variable g0, Feff ≡ Feff (g0). Reemplazando la Ec. (B.44) en la Ec.(B.43) se
obtiene λ = −εd = U/2. La expresión de la enerǵıa libre (Ec. (B.27)) queda, usando la Ec.
(B.34) en la Ec. (B.32) e integrando por partes

∆Feff = −Ug2
0 +

U

2
+

2
π

Im
∫ 0

−∞
dω ln

[
ω + iΓ̃(g0)

]
− F 0

fermion. (B.45)

Ahora hay que derivar respecto de g0 esta expresión para encontrar el mı́nimo de la enerǵıa
libre

0 =
∂∆Feff
∂g0

(B.46)

0 = 2Ug0 −
2
π

Im

[
i
∂Γ̃
∂g0

∫ 0

−∞

1

ω + iΓ̃

]
dω (B.47)

0 = U − 4(1− 4g2
0)Γ

π

∫ 0

−D

ω

ω2 + Γ̃2
dω (B.48)

0 = U − 4(1− 4g2
0)Γ

2π
ln

[
Γ̃2

D2 + Γ̃2

]
. (B.49)

En el modelo de Anderson simétrico, cuando U → ∞, la ocupación de los estados vaćıo e2
0

y doblemente ocupado h2
0 tienden a cero, mientras que la del estado simplemente ocupado

tiende a g2
0 → 1/2. Reemplazando estas aproximaciones en la Ec.(B.49), y despreciando Γ̃

frente a D en el logaritmo, se obtiene

0 ≈ U +
4Γ
π

ln
Γ̃
D

(B.50)

Γ̃ ≈ D exp
[
−Uπ

4Γ

]
, (B.51)

que es el comportamiento exponencial correcto de TK para el caso del modelo de Anderson
simétrico. Esto permite considerar a la cantidad Γ̃ como una estimación de TK y pone de
manifiesto que no es correcto incorporar las ráıces en el ĺımite U →∞.

B.2.2 Modelo de Anderson efectivo (caso Nd = 3)

En el caso del mapeo a un modelo efectivo de impureza del Cap. 4, debe extenderse el
formalismo para considerar varios bosones ej,ν , hj,ν . En este caso, la función de partición del
sistema se escribe como

Z =
∫ ∏

j,ν

D[ej,ν , ej,ν ]
∏
j,ν

D[hj,νhj,ν ]
∏
σ

D[gσ, gσ]dλσdλ′ exp
[
−
∫ β

0
dτ Feff (τ)

]
,

(B.52)
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donde

Feff (τ) =
∑
j,ν

[
ej,ν

(
∂

∂τ
+ E

(2)
j,ν + λ′

)
ej,ν

]
+
∑
σ

[
gσ

(
∂

∂τ
+ E(3) + λ′ − λσ

)
gσ

]
+

+
∑
σ,j,ν

[
hj,ν

(
∂

∂τ
+ E

(4)
j,ν − 2E(3) + λ′ − 2λσ

)
hj,ν

]
− λ′ − 1

β

∑
ν,σ

Tr ln Gν,σ,

(B.53)

y donde la matriz Gν,σ está dada por

[
G−1
ν,σ

]
i,j

=


(iωn − µ) δi,j − tc (δi,j+1 + δi+1,j) si i, j ≥ 1,(
iωn − µ+ E(3) − λσ

)
si i = j = 0,

Vν,σ si (i = 0; j = 1) o (i = 1; j = 0).

En la última ecuación hemos usado

Vν,σ =
√

2V

gσ
∑

j

αj,νej,ν

+

∑
j

βj,νhj,ν

 gσ

 . (B.54)

En la aproximación de campo medio, la diferencia de enerǵıa libre debida al acoplamiento
con la impureza es

∆Feff = Fboson + ∆Ffermion, (B.55)

donde

Fboson =
∑
j,ν

[
(E(2)

j,ν + λ′) e2
j,ν

]
+
∑
σ

[
(E(3) + λ′ − λσ) g2

σ

]
+

+
∑
σ,j,ν

[
(E(4)

j,ν − 2E(3) + λ′ − 2λσ) h2
j,ν

]
− λ′, (B.56)

es la parte bosónica de la acción y

∆Ffermion = − 1
π

∑
σ

Im
∫ ∞
−∞

dω nF (ω) lnGff,σ (B.57)

es la contribución fermiónica en términos de la función de Green Gff,σ. Obtenemos Gff,σ
mediante ecuaciones de movimiento

Gff,σ(ω) = lim
η→0

[
ω + iη + E(3) − µ+ λσ −

∑
ν

(
|Vν,σ|2G0

22,ν,σ(ω)
)]−1

, (B.58)

siendo G0
22,ν,σ(ω) la función de Green no perturbada en los contactos. Con la aproximación

dada en la Ec. (4.35) podemos expresar (despreciando la parte real de G0
22,ν,σ(ω) y fijando

el potencial qúımico en µ = 0)

Gff,σ(ω) =
[
ω + E(3) + λσ + iΓ̃

]−1
, (B.59)
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donde Γ̃ = πρc
∑

ν |Vν,σ|2. Suponiendo que el problema es independiente del spin, se verifica
g↑ = g↓ = g y λ↑ = λ↓ = λ. Volviendo a la ecuación (B.57), y derivando respecto de las
variables bosónicas condensadas, se obtienen las ecuaciones que minimizan la enerǵıa libre
efectiva ∆Feff

0 =
∂∆Feff
∂ej,ν

,

0 = ej,ν

(
λ′ + E

(2)
j,ν

)
−

−
∑
σ

√
2V gσ
π

Im
[
Vν,σαj,ν

∫ 0

−∞
dω G0

22,ν,σ(ω)Gff,σ(ω)
]
, (B.60)

0 =
∂∆Feff
∂hj,ν

,

0 = hj,ν

(
λ′ + E

(2)
j,ν − 2E(3) −

∑
σ

λσ

)
−

−
∑
σ

√
2V gσ
π

Im
[
Vν,σαj,ν

∫ 0

−∞
dω G0

22,ν,σ(ω)Gff,σ(ω)
]
, (B.61)

0 =
∂∆Feff
∂gσ

,

0 = gσ
(
λ′ − λσ

)
−

−
√

2V
π

Im

∑
j,ν

[
Vν,σ (αj,νej,ν + βj,νhj,ν)

∫ 0

−∞
dω G0

22,ν,σ(ω)Gff,σ(ω)
] , (B.62)

0 =
∂∆Feff
∂λ′

,

0 =
∑
j,ν

e2
j,ν + 2g2 +

∑
j,ν

h2
j,ν − 1, (B.63)

0 =
∂∆Feff
∂λσ

,

0 = − Im
π

∫ 0

−∞
dω Gff,σ(ω)− g2

σ −
∑
j,ν

h2
j,ν . (B.64)

Podemos ver de las Ecs. (4.26) y (4.27) que αj,ν = βj,ν . Esto surge de la transformación
electrón-hueco de la Ec. (4.28), que permite mapear cada uno de los autoestados del sube-
spacio de 2 part́ıculas en otro del subespacio de 4 part́ıculas, mientras que los autoestados
del subespacio de 3 part́ıculas se mapean en śı mismos.
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A pesar de la gran cantidad de variables (en total son 15), existen relaciones que nos
permiten reducir el número de las variables independientes. Usando la ecuación (B.60),
podemos expresar a todos los bosones ej,ν en términos de e0,ν

ej,ν =
αj,ν
α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(2)
j,ν + λ′

)
e0,ν ,

= R
(2)
j,ν e0,ν , (B.65)

donde hemos definido

R
(2)
j,ν ≡ αj,ν

α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(2)
j,ν + λ′

)
. (B.66)

Con las ecuaciones (B.60) y (B.61) podemos a su vez expresar hj,ν también en términos de
e0,ν

hj,ν =
αj,ν
α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(4)
j,ν + λ′ − 2E(3) − 2λ

)
e0,ν ,

= R
(4)
j,ν e0,ν , (B.67)

con la correspondiente definición de R(4)
j,ν

R
(4)
j,ν ≡ αj,ν

α0,ν

(
E

(2)
0,ν + λ′

E
(4)
j,ν + λ′ − 2E(3) − 2λ

)
. (B.68)

De esta manera, reducimos el número de las variables independientes a cuatro: {e0,+, e0,−, λ, λ
′}.

Volviendo a las ecuación (B.60), podemos escribir

0 = e0,ν

(λ′ + E
(2)
0,ν

)
− 2V 2s2ρcα0,ν

∑
j

(
R

(2)
j,ν +R

(4)
j,ν

)
αj,ν

 ln

[ (
E(3) + λ

)2
+ Γ2(

E(3) + λ+D
)2 + Γ2

] ,

(B.69)

donde Γ = πρc
(
|V−|2 + |V+|2

)
. La ecuación (B.64) queda

0 =
1
2

∑
j,ν

e2
0,ν

((
R

(2)
j,ν

)2
−
(
R

(4)
j,ν

)2
)− 1

π
tan−1

[
E(3) + λ

Γ

]
. (B.70)

Finalmente, la ecuación (B.62) queda

0 = 1 +
V 2ρc

(∑
ν

[∑
j e0,να

(0)
j,ν

(
R

(2)
j,ν +R

(4)
j,ν

)]2
)

λ′ − λ
ln

( (
E(3) + λ

)2
+ Γ2(

E(3) + λ+W
)2 + Γ2

)
.(B.71)
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La ecuación (B.63) ha sido utilizada para expresar el boson g en términos de todas las
demás variables independientes del problema. Tenemos entonces un sistema de 4 ecuaciones
no lineales acopladas con 4 variables. Técnicamente el problema se resolvió minimizando la
suma de los cuadrados de las Ecs. (B.69)-(B.71). Para reducir la complejidad del problema,
se comenzó resolviendo las ecuaciones en la situación en que hay simetŕıa electrón-hueco,
con lo cual se cumple que ej,ν = hj,ν , es decir, la población de bosones “empty” es igual
a la de “doubly-occupied”. Esta simetŕıa permite eliminar la variable λ, como se ve de
igualar las ecuaciones (B.60) y (B.61), obteniéndose λ = E(3). Posteriormente, se obtuvieron
las soluciones en todo el rango de parámetros apartándose adiabáticamente de la situación
simétrica.

Para demostrar que la aproximación de bosones esclavos cumple la regla de suma de
Friedel [37], partimos de la Ec. (B.64) y usamos la expresión de Gff,σ dada por la Ec. (B.59)

〈nf,σ〉 = g2
σ +

∑
j,ν

h2
j,ν

= − Im
π

∫ 0

−∞
dω Gff,σ(ω),

=
1
π

∫ 0

−∞
dω

Γ̃

[ω − (Ed + λ)]2 + Γ̃2
, (B.72)

y resolviendo una expresión análga a la Ec. (B.43)

Ed + λ =
Γ̃

tg [π〈nf,σ〉]
. (B.73)

La densidad de estados ρf,σ en el nivel de Fermi es

ρf,σ(0) = − Im
π

Gff,σ(0),

=
1
π

Γ̃

(Ed + λ)2 + Γ̃2
,

=
1
π

Γ̃

Γ̃2cot2(π〈nf,σ〉) + Γ̃2
,

=
sin2(π〈nf,σ〉)

πΓ̃
, (B.74)

donde en la penúltima ĺınea se usó el resultado de la Ec. (B.73). Este es el resultado análogo
a la Ec. (4.48). Utilizando estos resultados en la Ec. (4.45), se sigue fácilmente que

G =
2e2

h

[
2πρc

(
V 2

+ − V 2
−
)]2 |Gff,σ|2ω=0,

=
2e2

h
Γ̃2 ×

sin2(π〈nf,σ〉)
Γ̃2

,

=
2e2

h
sin2(π〈nf,σ〉), (B.75)
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es el resultado análogo a la Ec. (4.48).
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Apéndice C

Transformación de gauge para una
part́ıcula de S = 1/2 con interacción
spin-órbita de Rashba en un anillo
1D

Vamos a demostrar que el operador de la transformación de gauge Û(ϕ) tiene la forma dada
por la Ec.(5.11). Para ello, partimos de la relación que lo define

− i ∂
∂ϕ

Û(ϕ) =
(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σr(ϕ)
)
Û(ϕ), (C.1)

Definimos el operador de rotaciones continuas alrededor del eje z (eje perpendicular al
plano del anillo) en el espacio de espinores como

R̂z(ϕ) = exp
[
iσz

ϕ

2

]
. (C.2)

Notando que

R̂−1
z (ϕ)σxR̂z(ϕ) =

[
cos

ϕ

2
− iσz sin

ϕ

2

]
σx

[
cos

ϕ

2
+ iσz sin

ϕ

2

]
,

= cosϕ σx + sinϕ σy,

= σr(ϕ), (C.3)

vemos que el producto de operadores R̂z(ϕ)σr(ϕ)R̂−1
z (ϕ) = σx es independiente de ϕ. Usando

este resultado y volviendo a la Ec.(C.1)

R̂z(ϕ)
(
−i ∂
∂ϕ

Û(ϕ)
)
R̂−1
z (ϕ) = R̂z(ϕ)

(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σr(ϕ)
)(

R̂−1
z (ϕ)R̂z(ϕ)

)
Û(ϕ)R̂−1

z (ϕ),

=
(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σx

)
R̂z(ϕ)Û(ϕ)R̂−1

z (ϕ).
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Definiendo un operador rotado Û ′(ϕ) = R̂z(ϕ)Û(ϕ)R̂−1
z (ϕ), la ecuación anterior queda

R̂z(ϕ)
(
−i ∂
∂ϕ

Û(ϕ)
)
R̂−1
z (ϕ) =

(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σx

)
Û ′(ϕ). (C.4)

Derivando el operador rotado Û ′(ϕ) con respecto a ϕ tenemos

∂Û ′(ϕ)
∂ϕ

=
∂

∂ϕ

(
R̂z(ϕ)Û(ϕ)R̂−1

z (ϕ)
)

=
i

2

[
σz, Û

′(ϕ)
]

+ R̂z(ϕ)
(
∂

∂ϕ
Û(ϕ)

)
R̂−1
z (ϕ).

Despejando R̂z(ϕ)
(
∂
∂ϕ Û(ϕ)

)
R̂−1
z (ϕ) = ∂Û ′(ϕ)

∂ϕ − i
2

[
σz, Û

′(ϕ)
]

y reemplazando en la Ec.(C.4)

− i∂Û
′(ϕ)
∂ϕ

− 1
2
σzÛ

′(ϕ) +
1
2
Û ′(ϕ)σz =

(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σx

)
Û ′(ϕ). (C.5)

Reordenando

i
∂Û ′(ϕ)
∂ϕ

+
(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σx +
1
2
σz

)
Û ′(ϕ) =

1
2
Û ′(ϕ)σz. (C.6)

Hemos llegado a una ecuación diferencial lineal inhomogénea para el operador Û ′(ϕ). En
primer lugar, resolvemos la ecuación homogénea

i
∂Û ′(ϕ)
∂ϕ

+
(
− φ

φ0
+
ωso
2Ω

σx +
1
2
σz

)
Û ′(ϕ) = 0, (C.7)

cuya solución es

Û ′(ϕ) = Ae
i
[
− φ
φ0

+ωso
2Ω

σx+ 1
2
σz
]
ϕ
. (C.8)

Para encontrar la solución de la ecuación inhomogénea, tenemos que generalizar la constante
a un operador dependiente de ϕ, A → Â(ϕ). Como se trata de un operador que, en el caso
general, no conmuta con el operador exponencial, debemos tener cuidado con el orden. Vamos

a utilizar Û ′(ϕ) = e
i
[
− φ
φ0

+ωso
2Ω

σx+ 1
2
σz
]
ϕ
Â(ϕ). Reemplazando esta solución en la Ec.(C.6)

i
∂Â(ϕ)
∂ϕ

=
1
2
Â(ϕ)σz, (C.9)

cuya solución es Â(ϕ) = ae−iσz
ϕ
2 . De esta manera el operador Û ′(ϕ) es

Û ′(ϕ) = e
i
[
− φ
φ0

+ωso
2Ω

σx+ 1
2
σz
]
ϕ
e−iσz

ϕ
2 , (C.10)
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donde la constante a se fijó imponiendo la condición inicial Û ′(0) = 1. De aca se obtiene la
expresión para Û(ϕ)

Û(ϕ) = R̂−1
z (ϕ)Û ′(ϕ)R̂z(ϕ)

= e−iσz
ϕ
2 e
i
[
− φ
φ0

+ωso
2Ω

σx+ 1
2
σz
]
ϕ
. (C.11)

Definiendo el versor ~nθ = (cos θ, 0, sin θ), donde θ = tg−1ωso/Ω y el ángulo efectivo ϕ′ =
ϕ
√

1 + (ωso/Ω)2, puede expresarse esta última ecuación como

Û(ϕ) = exp
[
−iσz

ϕ

2

]
exp

[
i~σ.~nθ

ϕ′

2

]
exp

[
i
φ

φ0
ϕ

]
, (C.12)

que es precisamente la expresión para el operador Û(ϕ) dada en la Ec.(5.11).
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[120] Žitko, R. and Bonča, J., Phys. Rev. B, 73, 035332 (2006).

[121] Lazarovits, B., Simon, P., Zaránd, G. and Szunyogh, L., Phys. Rev. Lett., 95, 077202
(2005).

[122] Ingersent, K., Ludwig, A. W. W. and Affleck, I., Phys. Rev. Lett., 95, 257204 (2005).

[123] Aharonov, Y. and Bohm, D., Phys. Rev., 115, 485 (1959).

[124] König, M. et al., Phys. Rev. Lett., 96, 076804 (2006).

[125] Bergsten, T. et al., Phys. Rev. Lett., 97, 196803 (2006).

[126] Aronov, A. G. and Sharvin, Yu. V., Rev. Mod. Phys., 59, 755 (1987).

[127] Ji, Y., Heiblum, M., Sprinzak, D., Mahalu, D. and Shtrikman, H., Science, 290, 779
(2000).

[128] van der Wiel, W. G., De Francheschi, S., Fujisawa, T., Elzerman, J. M., Tarucha, S.
and Kowenhoven, L. P., Science, 289, 2105 (2000).

[129] Berry, M., Proc. R. Soc. Lond. A, 392, 45 (1984).

[130] Aharonov, Y. and Anandan, J., Phys. Rev. Lett., 58, 1593 (1987).



BIBLIOGRAFÍA 157
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me guió pacientemente (muy pacientemente, por cierto) a través de estos años de maestŕıa y
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acordar acá que me debés esa salida en kayak, que algún momento (cuando no haya viento)
te la cobraré.
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