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Resumen

En esta tesis hicimos un estudio teórico y numérico del sistema físico compuesto por el gas
de electrones interactuantes cuasibidimensional (C2D), como el formado en pozos cuánticos
constituidos por heteroestructuras semiconductoras de alta movilidad tipo AlGaAs/GaAs con
dopaje modulado.

En el marco de la Teoría de la Funcional Densidad (DFT) en el esquema de cálculo de
Kohn y Sham (KS), hemos estudiado la estructura electrónica de estos gases C2D. Debido
a la dimensionalidad reducida, las correlaciones electrónicas, representadas por la energía de
intercambio y correlación (Exc) en DFT, son particularmente importantes. En consecuencia,
las aproximaciones usuales de densidad local o semilocales (LDA, GGA, etc.) presentan fallas
notables para estos sistemas.

Para obtener una descripción adecuada de estos sistemas, desarrollamos una nueva fun-
cional de energía Exc basada en teoría de perturbaciones de KS a segundo orden. Para
calcular el potencial de xc correspondiente y requerido por el esquema de KS elaboramos dis-
tintos métodos teóricos y numéricos. Obtuvimos resultados en concordancia con resultados
experimentales.

Palabras clave: Teoría de la Funcional Densidad, Intercambio Exacto, pozos cuánticos.
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Abstract

In this thesis, we made a theoretical and numerical study of the physical system composed
by the quasi two-dimensional (Q2D) interacting electron gas, as the formed in quantum wells
built on AlGaAs/GaAs high mobility modulation doped semiconductor heterostructures.

In the framework of Density Functional Theory (DFT) in the Kohn-Sham (KS) scheme,
we studied the electronic structure of these Q2D gases. Due to the reduced dimensionality, the
electronic correlations, represented by the exchange and correlation energy (Exc) in DFT, are
particularly enhanced. As a consecuence of this, the usual local or semilocal approximations
(LDA, GGA, etc.) show important failures.

To make an accurate description of these systems we developed a new Exc energy functional
based on second order KS perturbation theory. For the calculation of the corresponding xc
potential required by the KS scheme, we developed di�erent theoretical and numerical meth-
ods. We found a good agreement with experimental results.

Keywordse: Density Functional Theory, Exact Exchange, Quantum Wells.
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Índice de abreviaturas

1S: una subbanda ocupada.
1S → 2S: transición de una a dos subbandas ocupadas.
2D: bidimensional.
2S: dos subbandas ocupadas.
3D: tridimensional.
C2D: cuasi bidimensional.
CW: cristal de Wigner.
DFT: teoría de la funcional densidad.
FM: ferromagnético.
GEH: gas de electrones homogéneo.
GGA: aproximación del gradiente generalizado.
GL(2): teoría de perturbaciones de Goerling Levy a segundo orden, equivalente a TPKS a
segundo orden.
HK: Hohenberg Kohn.
KLI: aproximación de Krieger, Li y Iafrate.
KS: Kohn Sham.
LDA: aproximación de densidad local.
OEP: método del potencial efectivo optimizado.
PM: paramagnético.
pX: parcialmente exacto.
TPKS: teoría de perturbaciones de Kohn y Sham.
WDA: aproximación de la densidad pesada.
XC: intercambio y correlación.
XX: intercambio exacto.
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Capítulo 1

Introducción general

1.1 Introducción

La determinación del estado fundamental correspondiente a un gas de electrones interactu-
antes inhomogéneo es uno de los problemas principales de la física de la materia condensada.
En un átomo, molécula o sólido, los electrones interactúan entre sí a través de la interacción
coulombiana repulsiva. Además de esta interacción, que determina correlaciones clásicas entre
los electrones, las correlaciones introducidas por el principio de exclusión de Pauli juegan un
papel fundamental en la determinación del estado fundamental. La complejidad del problema
y la riqueza de fases que presenta el gas electrónico bajo distintas condiciones ha promovido la
elaboración de distintas aproximaciones y distintos esquemas teóricos. Entre estos podemos
resaltar los basados en hamiltonianos modelo, como por ejemplo el modelo de �tight-binding�
(ligadura fuerte), los hamiltonianos de Hubbard y Heisenberg, etc. La construcción de estos
modelos aproximados está guiada básicamente por los aspectos del problema que se quieren
resaltar.[1] Para mejorar de forma sistemática estos modelos uno debe enfrentarse al problema
de muchos cuerpos completo. Una manera de llevar cabo esta tarea es mediante los métodos
de Monte Carlo cuántico. Existen principalmente dos versiones del mismo: el variacional, que
usa un método estocástico de integración para evaluar el valor de espectación de la energía
correspondiente a una función de onda de muchos cuerpos correlacionada, y el difusivo, que,
mediante un método estocástico para resolver la ecuación de Schrodinger en tiempo imag-
inario, encuentra la función de onda de muchos cuerpos del problema. Estos son métodos
extremadamente costosos desde el punto de vista computacional, pero los resultados son gen-
eralmente muy con�ables en sistemas débilmente correlacionados.[2] Otro método variacional
que trata directamente con la función de onda de muchos cuerpos es el de �con�guración
interacción�. En éste se minimiza la energía con respecto a los coe�cientes de la expansión
de la función de onda en determinantes de Slater. Este método no es aplicable a sistemas
macroscópicos. Por otro lado están los métodos perturbativos, entre éstos la técnica de fun-
ciones de Green[3], que usa las funciones de Green de una o dos partículas para el cálculo de
las cantidades de interés, en lugar de la función de onda. La desventaja de estos métodos en
su aplicación a sistemas de electrones inhomogéneos tiene que ver principalmente con el gran
costo computacional involucrado para obtener resultados precisos.

Desde el advenimiento de la mecánica cuántica en el año 1926, [4] surgieron aproxima-
ciones que evitaban el uso de la función de onda de muchos cuerpos, enfocándose en cambio
en cantidades �promedio�, como la densidad de partículas o de pares de partículas. La aproxi-
mación más rudimentaria en este sentido fue la efectuada por Thomas y Fermi (TF) en 1927,
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2 Sección 1.1. Introducción

[5, 6] un año después de la creación de la mecánica cuántica. En esta aproximación se despre-
cian los efectos de las correlaciones electrónicas en el cálculo de la interacción coulombiana
y el cálculo de la energía cinética se basa en utilizar los resultados para el gas homogéneo.
Un año después, Hartree [7] elaboró un método basado en la resolución autoconsistente de
un conjunto de ecuaciones para una partícula. La idea básica consistió en suponer que cada
electrón se movía independientemente de los demás inmerso en un potencial dado por la suma
del potencial externo más el causado por la distribución (o densidad) media de electrones. La
ventaja principal con respecto al método de TF era el tratamiento más riguroso de la energía
cinética. Si bien estos métodos presentaban una gran simpli�cación respecto a métodos que
trataban directamente con la función de onda, no eran muy precisos y entraban dentro de la
categoría de métodos de campo medio, con los electrones moviéndose en un campo efectivo
creado por el resto de las partículas. La percepción de estos métodos cambió de manera
drástica con la invención de la Teoría de la Funcional Densidad (Density Functional Theory,
DFT) por Hohenberg y Kohn[8] (1964) y Kohn y Sham [9] (1965). El desarrollo de nuevos
métodos de cálculo y la obtención de resultados cada vez más precisos impulsados por esta
teoría desde entonces, le valió el premio Nobel de Química a Walter Kohn en 1998.[10]

La DFT consta básicamente de un teorema fundamental, el teorema de Hohenberg-Kohn
(HK) [8] y de un esquema de cálculo, el esquema de Kohn-Sham (KS) [9]. El teorema de
HK nos dice básicamente que existe una relación unívoca exacta entre potenciales externos
y densidades de estado fundamental. Un corolario directo de este teorema es que todas las
propiedades de un sistema de electrones interactuantes son funcionales de la densidad. De
este modo, las aproximaciones anteriores basadas en el uso de la densidad electrónica como
variable fundamental cobran un nuevo sentido, ya que con este teorema sabemos que existe
una representación exacta de un sistema interactuante en términos de la densidad únicamente,
y que eventualmente aquellas aproximaciones podrían mejorarse de modo sistemático hacia la
representación exacta. El primer paso en este sentido viene dado por el esquema de cálculo de
KS, que de�ne una representación de la densidad exacta del problema interactuante a través
de un sistema no interactuante (NI): el sistema NI de KS. Entre las ventajas de este mapeo con
un sistema NI está la posibilidad de escribir la energía cinética del sistema real como la suma
de la energía cinética del sistema NI (fácil de calcular) más un término de correlación (que
generalmente requiere de aproximaciones). Esta fue la motivación principal para construir
esta correspondencia.[10]

Para la implementación práctica del esquema de KS se requiere el cálculo de dos compo-
nentes de la energía: la componente de intercambio (correlación cuántica) y la componente
de correlación (correlaciones coulombianas y las introducidas por la energía cinética). La
suma de ambas, denotada por Exc[n], da cuenta de las correlaciones electrónicas en el gas de
electrones. La di�cultad del problema estriba entonces en la determinación precisa de esta
cantidad, que si bien representa una pequeña fracción de la energía total, la misma da cuenta,
por ejemplo, de la mayor parte de la energía de ligadura de una molécula o sólido, de las fases
polarizadas de la materia, de fuerzas de van der Waals, etc.

En la gran mayoría de los cálculos estas dos contribuciones a la energía total han sido
evaluadas en la llamada Aproximación de Densidad Local (Local Density Aproximation, LDA)
[11] o alguna de sus generalizaciones (GGA, MGGA, etc.) haciendo uso de una analogía con el
gas de electrones homogéneo. Las aplicaciones de la DFT en la aproximación LDA han tenido
un éxito inesperado, no obstante tener conocidas fallas, como ser límites asinóticos incorrectos
del potencial de intercambio y correlación, subestimación del gap de los semiconductores, etc.
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Además de las conocidas fallas de la aproximación LDA, las de�ciencias de las aproxima-
ciones locales o semilocales a la DFT se hicieron muy notables en la aplicación a sistemas de
baja dimensionalidad,[12] dada la importante inhomogeneidad de estos sistemas. Recientes
progresos en técnicas de crecimiento epitaxial y litografía han dado lugar a la creación de sis-
temas semiconductores cuasibidimensionales (pozos cuánticos), unidimensionales (alambres
cuánticos) y cero dimensionales (puntos cuánticos o átomos arti�ciales), en los cuales el sis-
tema electrónico se con�na en una, dos, y tres direcciones espaciales respectivamente, siendo
libres de moverse en las direcciones restantes. En esta tesis nos enfocamos en el primer tipo de
sistemas mencionados, los sistemas cuasibidimensionales (C2D), en los cuales los electrones o
huecos tienen niveles de energía cuantizados en una dirección espacial. Experimentalmente, en
una dada muestra, los parámetros del sistema pueden ser variados por la aplicación de campos
eléctricos. Esta respuesta suele ser muy efectiva en estos sistemas fuertemente inhomogéneos,
por lo que las mediciones de este �efecto campo� proveen de una excelente herramienta para
la validación de modelos y aproximaciones teóricas. [13]

Con el objetivo de aliviar las de�ciencias en las aplicaciones de la DFT (aclaramos que estas
de�ciencias provienen de la aproximación al intercambio y la correlación, no a la DFT que es
una teoría exacta) ha surgido recientemente una nueva generación de funcionales implícitas
de la densidad.[14] Este desarrollo está asociado a un avance teórico en el tratamiento de
funcionales de intercambio y correlación que dependen de forma explícita de los orbitales y
autoenergías del sistema NI de KS, pero implícitamente con respecto a la densidad electrónica.
Un primer paso en esta dirección lo constituyen los cálculos en el formalismo de intercambio
exacto (XX) en la aplicación a sistemas atómicos, moleculares y sólidos.[15] Estos cálculos XX
presentan un número importante de ventajas con respecto a aproximaciones previas, como ser:
i) corrigen el problema de la autointeracción siempre presente en tratamientos aproximados a
la contribución de intercambio,[16] ii) mejoran el espectro de autovalores de KS[17], estructura
de bandas de semiconductores y excitaciones [18] y propiedades ópticas no lineales [19], iii)
comportamiento asintótico correcto [20], iv) descripción de discontinuidades de derivada en
el potencial de KS cada vez que el número de partículas cambia en un número entero[21][22],
v) límite bidimensional estricto correcto del potencial de intercambio.[12]

En esta tesis realizamos un estudio teórico y numérico dentro del formalismo de la DFT
para el tratamiento de sistemas C2D, evitando las aproximaciones locales o semilocales usuales.
Para llevar a cabo este importante objetivo, tratamos las contribuciones de intercambio y
correlación haciendo uso de funcionales implícitas de la densidad. En este formalismo, el po-
tencial de intercambio y correlación, que está de�nido por la derivada funcional de la energía
correspondiente con respecto a la densidad, [11] debe ser calculado utilizando la regla de la
cadena para derivadas funcionales, generando un esquema de cálculo conocido como método
del potencial efectivo optimizado (optimized e�ective potential, OEP). [23, 24, 25] En esta
tesis exploramos la utilización de este método para distintos tipos de funcionales orbitales
y diseñamos esquemas de cálculo para la aplicación a sistemas C2D. Para la obtención de
las funcionales de energía correspondiente recurrimos a la teoría de perturbaciones de KS (o
denominada también de Goerling Levy) [25, 26] y la particularizamos al caso genérico C2D.

Los resultados obtenidos en esta tesis representan un aporte signi�cativo al campo de
aplicaciones de la DFT a sistemas de baja dimensionalidad. Estos avances han sido plasmados
en cinco publicaciones en revistas internacionales (ver Refs.[27, 28, 29, 30, 31]).



4 Sección 1.2. Organización de la tesis

1.2 Organización de la tesis

Esta tesis consta de seis capítulos (además de esta introducción) y tres apéndices. En los
primeros dos capítulos (2 y 3) hacemos una presentación teórica general. Comenzamos con
la teoría de la funcional densidad, dando de�niciones precisas de las contribuciones de in-
tercambio y correlación y haciendo un anásis de las correlaciones electrónicas tomando como
referencia los gases homogéneos 3D y 2D en el capítulo 2. Seguimos con la presentación del es-
quema teórico, en el marco de la DFT, de las funcionales orbitales, la teoría de perturbaciones
de KS y el método de cálculo OEP, de�niendo formulación y notación importantes para el
desarrollo de la tesis. Sigue luego un capítulo teórico con la �nalidad de generar la formulación
pertinente al caso genérico C2D de toda la teoría desarrollada previamente, con un análisis
detallado de la equivalencia entre sistemas abiertos y cerrados (Cap.4). Seguidamente, en
los capítulos 5 y 6, presentamos resultados numéricos implementando la teoría desarrollada
anteriormente. La aplicación del formalismo XX para un sistema de doble pozo cuántico en
la aproximación del jellium, con análisis del hueco de intercambio exacto y de la transición
3D→2D (sistema tridimensional a sistema bidimensional), como así también la aplicación a
un pozo cuántico semiconductor con dopaje modulado para un estudio de las discontinuidades
del potencial de intercambio y la discontinuidad asociada en la esctructura electrónica, es pre-
sentada en Cap.5. En el Cap.6 hacemos un novedoso estudio de la funcional de correlación
implícita en teoría de perturbaciones de KS a segundo orden para un pozo cuadrado de KS.
Analizamos algunas propiedades genéricas de la funcional y veri�camos el cumplimiento de
límites exactos. También analizamos el comportamiento del potencial de correlación y desar-
rollamos un nuevo método numérico para el cálculo del mismo. Por otro lado, aplicamos la
nueva funcional de correlación para sistemas C2D al caso realista de un pozo cuántico semi-
conductor con dopaje modulado. Hacemos un desarrollo teórico para obtener una expresión
analítica de la discontinuidad del potencial de intercambio y correlación cada vez que se ocupa
con electrones una nueva subbanda del sistema C2D y efectuamos una comparación con re-
sultados experimentales para el mismo sistema, obteniendo una buena concordancia con los
mismos. Finalmente, en el Cap.7 presentamos las conclusiones de esta tesis.



Capítulo 2

El gas de electrones

interactuantes y la teoría de la

funcional densidad

2.1 Introducción

En este capítulo vamos a estudiar la formulación teórica del sistema físico compuesto por un
número N de electrones interactuando entre sí a través de fuerzas de repulsión coulombianas
e inmersos en un potencial externo. Vamos a trabajar en el límite no relativista, y nos
concentraremos en las propiedades del sistema en su estado fundamental. En la sección 2.2,
daremos una revisión de las interacciones coulombianas en términos de la densidad electrónica
y de la densidad de pares de partículas, introduciendo las correlaciones de manera natural
mediante el hueco de intercambio y correlación. En las secciónes 2.3 y 2.4 daremos un breve
resumen de la teoría de la funcional densidad y del esquema de Kohn y Sham, respectivamente,
presentando conceptos y notación importantes para el desarrollo de la tesis. En la sección 2.5
daremos un repaso de las propiedades de los gases de electrones homogéneos 2D y 3D, haciendo
un análisis comparativo de las correlaciones electrónicas en ambos sistemas. Este análisis nos
será de gran ayuda para comprender las correlaciones en sistemas cuasibidimensionales (C2D).
Por otro lado presentaremos también en esta sección las aproximaciones locales y semilocales
en teoría de la funcional densidad derivadas de los resultados para el gas homogéneo.

2.2 Hamiltoniano de electrones interactuantes y correlaciones.

La ecuación que describe el movimiento de los electrones no relativistas es la ecuación de
Schrödinger:

ĤΨα = EαΨα, (2.1)

donde Ĥ es el hamiltoniano del sistema, Ψα los autoestados del sistema electrónico, etique-
tados por algún índice α, y Eα las autoenergías del sistema. El hamiltoniano es la suma de
tres contribuciones: la energía cinética T̂ , la interacción de los electrones con un potencial
externo (local, de un cuerpo e independiente del espín) V̂ y la interacción coulombiana (local
y de dos cuerpos) entre los electrones Ŵ :

Ĥ = T̂ + V̂ + Ŵ . (2.2)

5
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La expresión explícita de cada contribución, en unidades de Hartree atómicas[32], es:

T̂ = −1
2

N∑
i=1

∇2
ri
, (2.3)

V̂ =
N∑
i=1

Vext(r̂i), (2.4)

Ŵ =
1
2

N∑
i=1

∑
j 6=i

1
|r̂i − r̂j |

. (2.5)

donde Vext(r) es el potencial externo en el cual están inmersos los electrones. Notemos que
los únicos parámetros que determinan completamente al sistema (a temperatura T=0) son el
potencial externo y el número de electrones N .

Dos cantidades de gran interés teórico y con las que se gana mucha intuición en el problema
de muchos cuerpos son la densidad electrónica nσ(r), tal que p1,σ(r) = nσ(r)/N expresa la den-
sidad de probabilidad de encontrar un electrón en el punto r con proyección de espín σ(=↑, ↓);
y la densidad de pares de partículas n2,σσ′(r, r′), tal que p2,σσ′(r, r′) = n2,σσ′(r, r′)/ [N(N − 1)]
expresa la densidad de probabilidad conjunta de encontrar un electrón en el punto r con espín
σ y simultáneamente otro electrón en el punto r′ con espín σ′. Los operadores correspondientes
son:

n̂σ(r) =
N∑
i=1

δ(r− r̂i)δσσ̂i
, (2.6)

n̂2,σσ′(r, r′) =
N∑
i=1

∑
j 6=i

δ(r− r̂i)δ(r′ − r̂j)δσσ̂i
δσ′σ̂j

, (2.7)

donde δ(r) es la delta de Dirac, tal que
∫
δ(r)f(r)d3r = f(0) y δαβ es la delta de Kronecker

(δαβ = 0 si α 6= β y δαβ = 1 si α = β). En términos de estos operadores, es fácil comprobar
que el hamiltoniano puede escribirse de la siguiente forma:

Ĥ = T̂ +
∫
d3r Vext(r)n̂(r) +

1
2

∫ ∫
d3rd3r′

n̂2(r, r′)
|r− r′|

, (2.8)

en la que vemos aparecer de forma natural al operador densidad en la interacción de un cuerpo
con el potencial externo y al operador correspondiente a la densidad de pares de partículas
en la energía de interacción coulombiana. En esta última ecuación, n̂(r) =

∑
σ=↑,↓ n̂σ(r)

y n̂2(r, r′) =
∑

σ,σ′=↑,↓ n̂2,σσ′(r, r′). Los valores de espectación de los distintos operadores

evaluados en el estado fundamental Ψ0 de energía E0, los denotaremos porO =
〈
Ψ0

∣∣∣Ô∣∣∣Ψ0

〉
=〈

Ô
〉
.
Una primera aproximación a la solución del problema de N electrones interactuantes,

consiste en despreciar completamente las correlaciones entre ellos, lo cual es equivalente a
decir que la densidad de probabilidad conjunta p2(r, r′) de encontar simultáneamente un
electrón en r y otro en r′, puede calcularse haciendo el producto de probabilidades de una
partícula:

p2(r, r′) ' p1(r)p1(r′).
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Usando las relaciones entre las densidades y las probabilidades mencionadas en el párrafo
anterior, podemos escribir esta última relación como:

n2(r, r′) =
N − 1
N

n(r)n(r′). (2.9)

Una cantidad más fácil de visualizar que la densidad de pares n2(r, r′), es la densidad condi-
cionada ρ(r′σ′|rσ), que representa la densidad de electrones en el punto r′ con proyección
de espín σ′ cuando hay un electrón en el punto r con proyección de espín σ. Por teoría de
probabilidad estándar, ρ(r′σ′|rσ) viene dada en términos de la densidad conjunta n2,σσ′(r, r′),
por [33]:

ρ(r′σ′|rσ) =
n2,σσ′(r, r′)
nσ(r)

. (2.10)

Según esta última de�nición, vemos que para el caso descorrelacionado, que se obtiene reem-
plazando n2,σσ′ por la Ec.(2.9), la densidad condicionada vale:

ρ(r′|r) =
N − 1
N

n(r′) = n(r′)− n(r′)
N

. (2.11)

En el caso de un gas de electrones con N � 1, vemos aquí que la ausencia de correlaciones
implica que la presencia de un electrón en un punto dado del espacio no modi�ca la densidad
electrónica a su alrededor. Si tomamos la expresión para la densidad de pares de Ec.(2.9)
correspondiente al caso descorrelacionado y la reemplazamos en el tercer sumando del lado
derecho de Ec.(2.8) correspondiente a la energía de interacción coulombiana, obtenemos, luego
de tomar el límite macroscópico N � 1 [(N − 1)/N ∼ 1]:

W = EH =
1
2

∫ ∫
d3rd3r′

n(r)n(r′)
|r− r′|

. (2.12)

Esta aproximación, denominada aproximación de Hartree para la interacción coulombiana, es
la que se obtiene también aproximando a la función de onda del estado fundamental Ψ0

por un producto de funciones de onda de partículas independientes: Ψ0(r1, r2, ..., rN ) =
φ1(r1)φ2(r2)...φN (rN ).

Un mejor nivel de aproximación se obtiene si se tienen en cuenta las correlaciones elec-
trónicas debidas al principio de exclusión de Pauli (o correlaciones cuánticas), según el cual
dos electrones con el mismo espín no pueden estar en el mismo punto del espacio. Según
este principio, las probabilidades n2,↑↑(r, r′) y n2,↓↓(r, r′) deberían verse reducidas respecto a
las mismas cantidades calculadas en el caso descorrelacionado de Ec.(2.9), mientras que las
probabilidades n2,↑↓(r, r′) y n2,↓↑(r, r′) no deberían verse afectadas por la inclusion de correla-
ciones cuánticas. La manera de hacer efectivo el principio de exclusión en la función de onda
es antisimetrizándola. En la aproximación más simple esto se logra aproximando Ψ0 por un
determinante de Slater, de�nido por el producto antisimetrizado de N orbitales electrónicos
independientes:

|Ψ0〉 =
N∏
iσ

ĉ†iσ |0〉 ,

donde ĉ†iσ crea un electrón en el orbital φiσ(r). Si calculamos en esta aproximación el valor
de espectación de la densidad de pares n2,σσ′(r, r′) de�nida en Ec.(2.7), obtenemos:

n2,σσ′(r, r′) = nσ(r)nσ′(r′) + nx,σσ′(r, r′),
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con nx,σσ′(r, r′) dada por:

nx,σσ′(r, r′) = −δσσ′
∣∣n1σ(r, r′)

∣∣2 .
En esta últmima ecuación, n1σ(r, r′) es la matriz densidad de un cuerpo de�nida por n1σ(r, r′) =〈
ψ̂†σ(r)ψ̂σ(r′)

〉
, con ψ̂†σ(r) el operador de campo que crea un electrón en el punto r con espín

σ1. En términos de la densidad condicionada tenemos

ρ(r′σ′|rσ) = nσ′(r′) + ρx(r′σ′|rσ), (2.13)

donde la contribución negativa ρx(r′σ′|rσ) a la densidad condicionada se denomina hueco de

intercambio y vale

ρx(r′σ′|rσ) = −δσσ
′ |n1σ(r, r′)|2

nσ(r)
. (2.14)

Con�rmamos lo que dijimos anteriormente: interpretando Ec.(2.13) a la luz del resultado
obtenido para ρx en Ec.(2.14) vemos que la densidad de electrones ρ(r′σ′|rσ) que rodean a un
electron �jo en una posición r con espín σ, se ve reducida respecto al caso descorrelacionado
en la cantidad |n1σ(r, r′)|2 /nσ(r) (de�nida positiva), mientras que la densidad de electrones
con espín opuesto que rodean a ese mismo electrón se mantiene descorrelacionada: ρ(r′ ↑ |r ↓
) = n↑(r′) y ρ(r′ ↓ |r ↑) = n↓(r′). Esta repulsión cuántica para espines paralelos se denomina
interacción de intercambio, y su efecto es el de reducir la energía coulombiana respecto al
caso descorrelacionado. En el caso más general deben incluirse también las correlaciones
provocadas por la repulsión coulombiana, que reducirían la probabilidad de encontrar en el
mismo punto del espacio dos electrones con espín opuesto. Para este caso más general vamos
a escribir:

ρ(r′σ′|rσ) = nσ′(r′) + ρxc(r′σ′|rσ), (2.15)

con:
ρxc(r′σ′|rσ) = ρx(r′σ′|rσ) + ρc(r′σ′|rσ), (2.16)

ρc(r′σ′|rσ) =
n2,σσ′(r, r′)
nσ(r)

− ρx(r′σ′|rσ)− nσ(r′). (2.17)

ρc(r′σ′|rσ) de�nido en Ec.(2.17) representa el denominado hueco de correlacion y contiene
los efectos de la repulsión coulombiana en las correlaciones electrónicas. Si escribimos la
interacción coulombiana en términos de la densidad condicionada de Ec.(2.15) obtenemos:

W = EH + Ẽxc

donde EH es el término de Hartree de Ec.(2.12) y Ẽxc es la energía de intercambio y correlación
(XC) dada por:

Ẽxc =
1
2

∑
σ,σ′

∫ ∫
d3rd3r′

nσ(r)ρxc(r′σ′|rσ)
|r− r′|

. (2.18)

En esta última expresión vemos una manera sencilla de introducir el efecto de las correlaciones
en el cálculo de la energía total: la contribución de las correlaciones es igual a la suma de
la interacción coulombiana entre cada electrón y la densidad de su hueco de intercambio y
correlación.

1Habiendo de�nido n1σ(r, r′), se puede decir que la energía cinética es T = Tr{T̂ n̂1σ}.
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2.3 Teoría de la funcional densidad

Siguiendo un interesante análisis efectuado por Walter Kohn en la referencia [10], supongamos
que queremos obtener el estado fundamental Ψ(r1, r2, ..., rN ) de un sistema de N electrones
interactuantes. Una manera aproximada de realizar esta tarea consiste en escribir Ψ como
una combinación lineal de M funciones φi(r1, r2, ..., rN ):

Ψ(r1, r2, ..., rN ) =
M∑
i=1

ciφi(r1, r2, ..., rN ),

y encontrar el conjunto de coe�cientes {ci} que optimicen la energía: E(c1, c2, ..., cM ) =〈
Ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ〉/ 〈Ψ|Ψ〉. Al término de la minimización, en general Ψ0 no será un autoestado que

satisfaga Ec.(2.1), pero dará una cota superior para la energía E0. Para estimar el número
M de coe�cientes necesarios para una descripción adecuada del problema, supongamos que
tomamos p coe�cientes por grado de libertad (por ejemplo, si discretizamos el espacio real,
p podría ser el número de puntos de discretización de cada coordenada). En el caso más
general, sin tener en cuenta ninguna simetría, el número de grados de libertad será de 3N , y
tendremos entoncesM ∼ p3N . Supongamos que tomamos p ∼ 10 y que podemos llevar a cabo
una minimización con M ∼ 109 . Eso nos da un N del orden de N ∼ log(109)/3 log(10) = 3
electrones, un número muy pequeño. Este N podría aumentarse haciendo uso de las simetrías
del problema, pero el comportamiento exponencial M ∼ p3N presenta una barrera para
mejoras signi�cativas. Para N = 100 y p = 10, tendríamos que ser capaces de minimizar una
función de M ∼ 10300 parámetros, lo cual es imposible desde un punto de vista práctico.

Vemos entonces que el método de resolución del problema de muchos cuerpos basado en
la función de onda de muchos cuerpos Ψ(r1, r2, ..., rN ) se torna prácticamente imposible para
N & 10. A esta imposibilidad práctica de resolver la ecuación de Schrödinger para números
de electrones mayores se le ha llamado �barrera exponencial� o �catástrofe de Van Vleck�
Refs.[10, 34].

En la sección anterior vimos la importancia de cantidades que involucran una traza de la
función de onda, como la densidad electrónica

n(r) = N

∫
d3r2...d

3rN |Ψ(r, r2, ..., rN )|2 (2.19)

o la densidad de pares de electrones

n2(r, r′) = N(N − 1)
∫
d3r3...d

3rN |Ψ(r, r′, r3, ..., rN )|2.

Usando estas dos cantidades pudimos expresar los términos de interacción del hamiltoniano.
Uno de los primeros intentos de resolver el problema de muchos cuerpos sin recurrir a la función
de onda, consistió en aproximar la energía del sistema por una funcional de la densidad de la
siguiente manera:

ETF [n] = TTF [n] +
∫
Vext(r)n(r) + EH [n], (2.20)

con EH la aproximación a la interacción coulombiana dada por Ec.(2.12) y TTF [n] una aprox-
imación a la energía cinética consistente en utilizar el valor de la energía cinética de un gas
de electrones homogéneo no interactuante: Thom(n) = (3/5)γn5/3, γ = (3π2)2/3/2 :

TTF [n] =
∫
d3rThom(n(r)) =

3
5
γ

∫
d3r n5/3(r). (2.21)
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La aproximación a la energía en Ec.(2.20) se denomina aproximación de Thomas-Fermi (TF)
y fue creada en el año 1927 (Refs.[5, 6]), mucho antes del advenimiento de la Teoría de la
Funcional Densidad (Density Functional Theory, DFT). Para resolver el problema de mu-
chos cuerpos en esta aproximación, notamos que para pequeños apartamientos alrededor de
la densidad n0(r) donde la energía de Ec.(2.20) toma el mínimo valor, se cumple el prin-
cipio variacional: δETF [n] = 0. Utilizando las expresiones explícitas para EH y TTF , esta
minimización se escribe como:

δETF =
∫
d3r

[
γn(r)2/3 + Vef (r)− µ

]
δn(r) = 0, (2.22)

con

Vef (r) = Vext(r) +
∫
d3r′

n(r′)
|r− r′|

. (2.23)

En Ec.(2.22) hemos introducido el multiplicador de Lagrange µ que expresa el vínculo de la
conservación del número de partículas N ,

∫
d3r δn(r) = 0. Como Ec.(2.22) se satisface para

un δn(r) arbitrario, la cantidad entre corchetes debe ser igual a cero, con lo cual se obtiene
la siguiente densidad de equilibrio:

n(r) =
1
γ3/2

[µ− Vef (r)]
3/2 , (2.24)

donde la constante µ depende del número de electrones N . Esta aproximación es algo rudi-
mentaria, ya que no toma en cuenta ningún tipo de correlaciónes electrónicas y que hace
una aproximación a la energía cinética válida para densidades casi uniformes. Una de sus
principales limitaciones es que no se obtiene la serie de Rydberg en su aplicación a átomos,
ni tampoco la ligadura química. Sin embargo describe cualitativamente en forma correcta
las energías totales y, más importante aún, sugirió a Walter Kohn el siguiente planteo[10]:
La relación implícita entre la densidad electrónica n(r) y el potencial externo Vext(r) en
Ec.(2.24), puede invertirse (usando Ec.(2.23)) para dar el potencial externo como funcional
de la densidad:

Vext(r) = µ− γn(r)2/3 −
∫
d3r′

n(r′)
|r− r′|

, (2.25)

a menos de una constante arbitraria µ. La relación de Ec.(2.25) sugiere la siguiente pre-
gunta: así como el potencial externo y el número de electrones N determinan completamente
el sistema (para una dada interacción W entre los electrones), podrá decirse lo mismo de la
densidad electrónica? O equivalentemente: Existe una versión exacta de Ec.(2.25) de manera
que la densidad del estado fundamental, al determinar exactamente al potencial externo, de-
termine a su vez todas las propiedades del sistema? La respuesta a esta pregunta es a�rmativa
y constituye la base de la teoría de la funcional densidad. Su formulación está dada por el
teorema de Hohemberg-Kohn (HK), que enunciamos aquí sin demostración:

Dada una interacción W entre partículas, el potencial externo está unívocamente

determinado por la densidad electrónica, excepto por una constante aditiva sin impor-

tancia.

La demostración del teorema es muy sencilla y se hace por el absurdo, demostrando la imposi-
bilidad de que puedan existir dos potenciales externos que di�eran en más de una constante
aditiva y que den simultáneamente la misma densidad [9, 11]. Este teorema puso en bases
matemáticas �rmes aproximaciones previas como las de TF y abrió el camino a nuevas aprox-
imaciones mucho más precisas que veremos más adelante. Un corolario inmediato del teorema
de HK es:
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Como la densidad n(r) determina unívocamente al potencial externo Vext(r), en-

tonces n(r) también determina la función de onda de muchos cuerpos para el estado

fundamental ΨW [n], donde W denota la interacción entre partículas implícita en la

formulación del teorema de HK.

Aquí vemos, de manera muy directa, que el conocimiento de la densidad electrónica (al igual
que Vext(r)), que es función de sólo las tres coordenadas espaciales, contiene la misma infor-
mación que todas las funciones de onda de muchos cuerpos dependientes de 3N coordenadas
espaciales. En principio esto implica una simpli�cación enorme del problema de muchos cuer-
pos, aunque en la práctica se encuentran grandes di�cultades a la hora de encontrar buenas
aproximaciones a la funcional energía.

Otro ingrediente básico de la teoría de la funcional densidad es el principio de mínimo de
HK [9], que es una versión en términos de la densidad electrónica del principio de mínimo de

Rayleigh-Ritz: E = minψ
〈
ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣ψ〉. Pero antes de enunciarlo, vamos a dar la de�nicion de

cierto tipo de funcionales de la densidad:
El valor de espectación de un observable Ô en el estado fundamental de un sistema, es

una funcional de la densidad, de�nida por

OW [n] =
〈
ΨW [n]

∣∣∣Ô∣∣∣ΨW [n]
〉
,

donde n es la densidad de un sistema que tiene a ΨW [n] como estado fundamental.
Con esta de�nición, podemos ahora presentar el principio variacional de HK:

Sea

EVext [n] =
∫
d3r n(r)Vext(r) + FW [n], (2.26)

con

FW [n] =
〈
ΨW [n]

∣∣∣T̂ + Ŵ
∣∣∣ΨW [n]

〉
. (2.27)

Si n(r) 6= n0(r), donde n0(r) es la densidad del estado fundamental del sistema con

potencial externo Vext(r), entonces

EVext [n0] < EVext [n]. (2.28)

A la funcional de Ec.(2.27) se le ha llamado �funcional universal de HK�, debido a que una vez
�jada la interacción interelectrónica W su cálculo no requiere el conocimiento del potencial
externo Vext. Por lo tanto puede ser calculada de una vez para siempre para todo sistema
electrónico, sea este un átomo, una molécula o un sólido. Usando la de�nición de Ec.(2.26)
y el principio variacional Ec.(2.28), podemos escribir la versión exacta del resultado de TF
[Ec.(2.25)]:

Vext(r) = µ− δFW [n]
δn(r)

, (2.29)

donde hemos usado la notación δO[f ]/δf(r) para denotar la �derivada funcional� de la fun-
cional O[f ] respecto a la función f . Esta cantidad está de�nida por[11]:

δO[f ]
δf(r)

= lim
ε→0

dO[f + εδr]
ε

, (2.30)

con δr la función delta de Dirac centrada en r: δr = δ(y − r). 2

2Es importante notar que, a diferencia de la derivada usual en que las dimensiones de la derivada dA/dx
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2.4 Esquema de Kohn-Sham

La teoría de la funcional densidad (DFT), compuesta por el teorema de HK y el principio
minimal de HK [Ec.(2.28)], sitúa en un contexto matemático sólido a las aproximaciones como
las de TF, poniendo a la densidad electrónica en un pie de igualdad con la función de onda de
muchos cuerpos. Sin embargo, no da ninguna receta para encontrar la funcional FW [n], que
por medio de Ec.(2.29) nos daría la relación exacta entre la densidad y el potencial externo.

La aproximación de TF a FW [n] es:

FW,TF [n] = TTF [n] + EH [n]. (2.31)

Si bien se intentó mejorar esta aproximación introduciendo términos de correlaciones electróni-
cas y aproximaciones que incluían gradientes de la densidad en el término correspondiente a
la energía cinética, la aproximación siguió siendo de poca utilidad. Una aproximación que
daba mejores resultados era la aproximación de Hartree (1928), describiendo el estado fun-
damental de los átomos mucho mejor que en la aproximación de TF. La diferencia principal
entre estas aproximaciones era el tratamiento que se daba a contribución de energía cinética.
Básicamente, en la aproximación de Hartree se aproxima a la energía cinética por la energía
cinética exacta correspondiente a un sistema no interactuante inmerso en un potencial efectivo
Vef (r) = Vext(r) +

∫
d3r′n(r)/|r − r′|. La siguiente idea que puso en un nivel superior a la

DFT, abriendo las posibilidades de aplicación de la misma a una gran cantidad de problemas,
fue la de trasladar el tratamiento de la energía cinética hecho en la aproximación de Hartree
a la funcional FW [n]. Este trabajo fue hecho por Kohn y Sham (KS) en 1965 [9], y damos
aquí brevemente su derivación.

2.4.1 Ecuaciones de Kohn y Sham

Supongamos que queremos encontrar la densidad y energía del estado fundamental de un
sistema de electrones interactuantes inmersos en un potencial externo Vext(r). La estrategia
de KS consiste en encontrar un sistema no interactuante (NI) efectivo (el sistema no interacuante

de KS) cuya densidad del estado fundamental sea la misma que la del sistema interactuante.
Luego, escribir la energía cinética del sistema interactuante como la suma de la energía cinética
exacta del sistema no interactuante más un término de correlación. Para el sistema NI de KS,
W = 0, y por lo tanto la funcional universal de HK será:

Ts[n] ≡ FW=0[n] =
〈
ΨW=0[n]

∣∣∣T̂ ∣∣∣ΨW=0[n]
〉
, (2.32)

donde hemos de�nido la funcional Ts[n] como la energía cinética de un sistema no interactuante
de densidad n(r). Para este sistema no interactuante se satisface el teorema de HK, por lo
tanto, por Ec.(2.29) con W = 0 tendremos:

VKS(r) = µs −
δTs[n]
δn(r)

. (2.33)

Esta ecuación determina el potencial de KS VKS(r), que es el potencial externo del sistema NI
de KS cuya densidad de estado fundamental es igual a la densidad del sistema interactuante.

es igual a las dimensiones de A dividido las dimensiones de x, en el caso de la derivada funcional δO[f ]/δf(r)

las dimensiones son las del numerador O dividido por las dimensiones de f y las dimensiones de volumen, ya

que como puede verse de la de�nición Ec.(2.30), ε debe tener las unidades de f dividido por las unidades de

la delta de Dirac, que son la inversa del volumen.
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El siguente paso es reescribir la funcional universal de HK para el sistema interactuante de la
siguiente manera:

FW [n] = Ts[n] + EH [n] + Exc[n], (2.34)

con EH [n] dada por Ec.(2.12) y donde Exc[n] = Ex[n] + Ec[n], con la contribución de inter-
cambio Ex[n] de�nida precisamente por:

Ex[n] =
〈
ΨW=0[n]

∣∣∣Ŵ ∣∣∣ΨW=0[n]
〉
− EH [n], (2.35)

donde
〈
ΨW=0[n]

∣∣∣Ŵ ∣∣∣ΨW=0[n]
〉
denota el valor de espectación del operador Ec.(2.5) en el

estado fundamental del sistema NI de KS ΨW=0[n] (que es un determinante de Slater), y la
contribución de correlación Ec[n] (conteniendo lo que le falta a la suma de Ts, Ex y EH para
ser la funcional interactuante exacta) de�nida precisamente por Ecs.(2.32,2.34,2.35) como:

Ec[n] =
〈
ΨW [n]

∣∣∣T̂ + Ŵ
∣∣∣ΨW [n]

〉
−
〈
ΨW=0[n]

∣∣∣T̂ + Ŵ
∣∣∣ΨW=0[n]

〉
. (2.36)

Por de�nición, ΨW [n] es una función de onda con densidad electrónica asociada n que mini-

miza
〈
T̂ + Ŵ

〉
, por lo tanto, de esta de�nición se concluye que: [35]

Ec[n] ≤ 0. (2.37)

Ahora aplicamos el teorema de HK al sistema interactuante, reemplazando Ec.(2.34) en
Ec.(2.29), y nos queda:

Vext(r) +
δEH
δn(r)

+
δExc
δn(r)

= µ− δTs[n]
δn(r)

(2.38)

Comparando los miembros de la derecha de las ecuaciones (2.33) y (2.38), vemos que son
idénticos (salvo una constante aditiva), ya que δTs[n]/δn(r) está evaluada para la misma
densidad en ambas ecuaciones. Si igualamos los miembros de la izquierda de ambas ecuaciones,
obtenemos (a menos de una constante aditiva sin importancia) una ecuación para el potencial
de KS correspondiente al sistema NI de KS que reproduce la misma densidad del sistema
interactuante:

VKS(r) = Vext(r) + VH(r) + Vx(r) + Vc(r), (2.39)

donde hemos de�nido los potenciales de Hartree y de intercambio y correlación, respectiva-
mente, como:

VH(r) =
δEH [n]
δn(r)

=
∫
d3r′

n(r′)
|r− r′|

(2.40)

Vx(r) =
δEx[n]
δn(r)

(2.41)

Vc(r) =
δEc[n]
δn(r)

(2.42)

La densidad exacta del problema interactuante, en el esquema NI de KS, es representada en
términos de orbitales de una partícula de KS:

n(r) = 〈ΨW=0[n] |n̂|ΨW=0[n]〉 =
εα<µ∑
α

|φα(r)|2, (2.43)
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donde ΨW=0[n] es el estado fundamental del sistema NI de KS, que es un determinante de
Slater de�nido por

|ΨW=0[n]〉 =
εα<µ∏
α

ĉ†α |0〉 , (2.44)

con φα(r) = 〈r| ĉ†α |0〉 y εα, respectivamente, los orbitales de una partícula y autoenergías del
hamiltoniano NI de KS: [

−1
2
∇2 + VKS(r)

]
φα(r) = εαφα(r). (2.45)

Si se tiene una aproximación explícita en términos de la densidad para Exc[n], la resolución
del problema interactuante en el esquema de KS consta de los siguientes pasos:

1. Partir de una aproximación para VKS(r) razonable. Esta podría ser, por ejemplo,
VKS(r) = Vext(r) + VH(r), con VH(r) dado en Ec.(2.40).

2. Resolver la ecuación de KS Ec.(2.45) y encontrar la densidad correspondiente n(r) por
medio de la Ec.(2.43).

3. Recalcular el potencial de KS utilizando Ec.(2.39), con Vxc(r) dado por Ecs.(2.41) y
(2.42).

4. Volver al punto 2 e iterar hasta que se alcance la autoconsistencia.

Este esquema de cálculo, denominado esquema de KS, ha probado ser de gran utilidad en un
amplio espectro de problemas.

2.4.2 Funcionales de intercambio y correlación en el esquema de Kohn y

Sham

En lo que resta de esta sección vamos a estudiar con más detalle las de�niciones de las energías
de intercambio y correlación en el esquema de KS dadas en Ecs.(2.35 y 2.36).

Primero que nada debemos notar que en el esquema de KS, la energía Exc[n] no es igual
a la energía Ẽxc de Ec.(2.18). En el esquema de KS, la energía total se escribe como:

E = Ts[n] +
∫
d3rVext(r)n(r) + EH [n] + Exc[n], (2.46)

mientras que en la sección 2.2, habíamos escrito a la energía total como

E = T [n] +
∫
d3rVext(r)n(r) + EH [n] + Ẽxc[n], (2.47)

de modo que la diferencia entre las dos de�niciones de la energía de XC tiene que ver con el
distinto tratamiento de la contribución a la energía cinética que se hace en ambos formalismos.
Restando Ecs.(2.46 y 2.47) obtenemos:

Exc − Ẽxc = T [n]− Ts[n].

Esto último se ve más claro si reescribimos Ec.(2.36) como Ec = (T − Ts) + (W −EHx), con
EHx = EH+Ex, de donde vemos que en el esquema de KS de la DFT el término de correlación
incluye, además de un término de energía potencial, un término de energía cinética (T − Ts),
que no estaba presente en la de�nición implícita de Ec en Ec.(2.47).
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Otro punto importante, es determinar si en el esquema de KS aún podemos interpretar
a la energía de xc como una interacción coulombiana entre los electrones y su hueco de
XC, como en Ec.(2.18). Este punto no es trivial ya que en el esquema de KS, además de
las correlaciones cuánticas (intercambio) y coulombianas, tenemos además una correlación
introducida por el término (T − Ts) en Ec. Por un lado, de la de�nición de Ec.(2.35) para
la energía de intercambio, obtenemos la misma expresión que en Ec.(2.14) para el hueco de
intercambio, sólo que en el formalismo de KS la matriz densidad se evalúa en términos de los
orbitales de KS:

Ex =
1
2

∑
σ

∫
d3rd3r′

nσ(r)ρx(r′σ|rσ)
|r− r′|

, (2.48)

ρx(r′σ′|rσ) = −δσσ′
|
∑

i θ(µ− εiσ)φi(r′)φi(r)|2

nσ(r)
. (2.49)

En Ec.(2.49) vemos que ρx es una cantidad de�nida negativa, por lo que tenemos [35]:

Ex[n] ≤ 0. (2.50)

Por otro lado, para obtener una expresión para el hueco de correlación, comenzamos reescri-
biendo la de�nición de Ec en Ec.(2.36) de la siguiente manera:

Ec[n] =
〈
ΨλW [n]

∣∣∣T̂ + λŴ
∣∣∣ΨλW [n]

〉∣∣∣
λ=1

−
〈
ΨλW [n]

∣∣∣T̂ + λŴ
∣∣∣ΨλW [n]

〉∣∣∣
λ=0

− EHx. (2.51)

Aquí, ΨλW [n] es el estado fundamental correpondiente al hamiltoniano:

Hλ = T + V (λ) + λW (2.52)

donde V (λ) es un potencial externo que se ajusta de modo que para 0 ≤ λ < 1 la densidad
fundamental nλ del sistema se mantenga siempre igual a la densidad n(r) del sistema comple-
tamente interactuante con λ = 1. Según esta de�nición vemos por ejemplo que V (0) = VKS(r)
y que V (1) = Vext(r). Podemos reescribir Ec.(2.51) como:

Ec[n] =
∫ 1

0

d

dλ

〈
ΨλW [n]

∣∣∣T̂ + λŴ
∣∣∣ΨλW [n]

〉
dλ− EHx,

y, por el teorema de Hellman-Feynman d
〈
ψλ

∣∣∣Ĥλ

∣∣∣ψλ〉 /dλ =
〈
ψλ

∣∣∣dĤλ/dλ
∣∣∣ψλ〉:

Ec[n] =
∫ 1

0

〈
ΨλW [n]

∣∣∣Ŵ ∣∣∣ΨλW [n]
〉
dλ− EHx. (2.53)

De esta manera logramos una de�nición de la energía de correlación equivalente a (2.36),
pero escrita únicamente en términos de la interacción Ŵ , donde la contribución de la energía
cinética quedó ahora remplazada por una integral en la constante de acople λ, que conecta
adiabáticamente al sistema de KS con el sistema interactuante. A partir de la de�nición
Ec.(2.53) podemos ahora escribir a la energía de correlación en términos del hueco de cor-
relación integrado en la constante de acople λ:

Ec =
1
2

∫
d3r

n(r)ρ̄c(r′|r)
|r− r′|

(2.54)
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ρ̄c(r′|r) =
∫ 1

0
ρλc(r′|r)dλ

ρλc(r′|r) =
〈ΨλW [n] |n̂2(r, r′)|ΨλW [n]〉

n(r)
− ρx(r′|r)− n(r′).

De esta ultima ecuacion vemos que ρ0
c(r′|r) = 0 (notar que, sin embargo, para el sistema

con λ = 0 las correlaciones de intercambio aún existen) y que ρ1
c(r′|r) = ρc(r′|r) de�nida en

Ec.(2.17).

2.5 El gas de electrones homogéneo

En las aplicaciones de la DFT, el punto de partida para la mayoría de las aproximaciones a
Exc y la herramienta interpretativa básica para comprender el comportamiento de sistemas
más complejos, es el gas de electrones homogéneo (GEH) en la aproximación del jellium. En
esta aproximación, la carga positiva de los núcleos que neutralizan el sistema se aproxima por
una distribución uniforme de carga positiva. Si bien esta aproximación es bastante drástica,
ha dado buenos resultados, debido a que los electrones más próximos al núcleo apantallan
en gran medida el potencial inhomogéneo de los núcleos atómicos. Vamos a estudiar en esta
sección las principales características del GEH en tres dimensiones (3D) y dos dimensiones
(2D) y la aproximación a la funcional Exc[n] derivada de los resultados para el gas homogéneo:
la aproximación de densidad local (LDA).

Un ejemplo de gas de electrones 3D es el sodio metálico[35]. La realización del gas 2D se
logra con�nando a los electrones en una dirección espacial, mientras que son libres de moverse
en las dos direcciones restantes. Ejemplos de sistemas electrónicos bidimensionales son los
electrones con�nados sobre la super�cie de helio líquido[36], para los cuales la longitud de
con�namiento perpendicular a la super�cie es mucho menor a la distancia media entre los
electrones. Otro ejemplo típico de este tipo de sistemas es el gas electrónico bidimensional
formado en heterojunturas metal-aislante-semiconductor y metal-óxido-semiconductor [13].
En este tipo de sistemas la densidad bidimensional de electrones puede ser variada aplicando
un campo eléctrico perpendicular a la super�cie.

2.5.1 Correlaciones y dimensionalidad

El gas de electrones homogéneo en la aproximación del jellium es el sistema de muchos elec-
trones más simple que podemos imaginar. No obstante su sencillez, su diagrama de fases es
aún estudiado debido a su enorme riqueza. La competencia entre los términos de energía
cinética y las contribuciones de intercambio y correlación en el balance energético total hacen
que el sistema electrónico presente distintas fases a medida que se cambia la densidad del gas
homogéneo. La primera predicción de una fase distinta a la del �uido de Fermi fue hecha
por Wigner [37], que propuso una fase cristalina para el sistema electrónico a muy bajas
densidades y temperaturas, determinada principalmente por la minimización de la energía
potencial coulombiana[38]. A densidades grandes la energía del GEH es mayormente cinética,
de manera que en este límite el estado fundamental corresponde al de un gas de Fermi no
interactuante ideal paramagnético (PM) [39]. A densidades intermedias se predice (original-
mente por Bloch[40]) una fase �uida completamente polarizada en espín, o ferromagnética
(FM), con menor energía que el �uido paramagnético. También se han propuesto fases de
ondas de densidad de espín[41].
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La energía del �uido de Fermi a termperatura T=0 en su estado fundamental está deter-
minada completamente por su densidad n = n↑ + n↓ y su polarización ζ:

n3D =
3

4πr3s
, (2.55)

n2D =
1
πr2s

, (2.56)

ζ =
n↑ − n↓

n
. (2.57)

En estas ecuaciones utilizamos el parámetro rs, denominado parámetro de Wigner-Seitz, y
de�nido por rs = r0/a0, con a0 el radio de Bohr [32] y r0 el radio de una esfera (círculo)
conteniendo en promedio un electrón en el GEH 3D (2D). Si representamos las longitudes en
unidades (adimensionales) de rs, podemos escribir la energía total del sistema [suma de los
términos de Ecs.(2.3) y (2.5)] como:

H =
1
r2s

1
2

N∑
i=1

∇2
i + rs

∑
i<j

1
|ri − rj |

 , (2.58)

en la cual vemos que el parámetro rs es proporcional al cociente entre la energía potencial
coulombiana (EPot) y la energía cinética (ECin): rs ∼ EPot/ECin. Con la energía escrita
como en Ec.(2.58) es fácil ver que para un gas de densidad grande (rs � 1) la interacción
coulombiana entre los electrones puede despreciarse frente a la contribución de energía cinética,
y el estado fundamental será el �uido paramagnético de Fermi. En cambio, para densidades
pequeñas, la distancia entre los electrones es grande (rs � 1) y la contribución más importante
a la energía total será el término repulsivo coulombiano, obteniendo como estado fundamental
un cristal con los electrones formando una red cúbica de cuerpo centrado: el cristal de Wigner
(CW).

Para calcular las distintas contribuciones a la energía total en el caso del �uido de Fermi
con polarización ζ, notamos que debido a la simetría del GEH, el potencial de KS Ec.(2.39)
debe ser una constante, que podemos elegir que tome el valor cero VKS(r) = 0. Los orbitales
de KS φ(r), que son solución de la ecuación de KS Ec.(2.45), serán entonces ondas planas con
momento k y energías k2/2:

φ(r) =
1√
V

exp(ik · r). (2.59)

El estado fundamental de KS |ΨW=0[n]〉 será un determinante de Slater formado por el pro-
ducto antisimetrizado de estos orbitales con k < kF , tal que k2

F /2 = µ. En el caso 3D (2D)
V es el volúmen (área) del sistema.

En el caso 3D, las energías cinética (ts = Ts/N) y de intercambio (ex = Ex/N) por
partícula se calculan evaluando Ecs.(2.32) y (2.35) respectivamente, con los orbitales de KS
dados por Ec.(2.59). El resultado que se obtiene es[35]:

ts(rs, ζ) =
λs
r2s

[(1 + ζ)5/3 + (1− ζ)5/3]
2

, (2.60)

ex(rs, ζ) = −λx
rs

[(1 + ζ)4/3 + (1− ζ)4/3]
2

, (2.61)

con λs = 3(9π/4)2/3/10 y λx = 3(9π/4)1/3/4π. La energía de correlación por partícula
se conoce exactamente sólo para los límites de alta densidad (rs → 0) [42] y baja densidad
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Fig. 2.1: Energías por partícula multiplicadas por r3/2s , en función de rs para el GEH 2D
(izquierda) y para el GEH 3D (derecha) en la fase PM. ts: energía cinética, exc = ex + ec:
energía de intercambio [Ec.(2.61) para el caso 3D y Ec.(2.63) para el caso 2D] y correlación
(Refs.[45, 48] para los casos 3D y 2D respectivamente). etot = ts + exc.

(rs →∞). Para densidades intermedias se ha recurrido a la construcción de parametrizaciones
en las que se hace un ajuste a cálculos muy precisos de la energía de correlación [43, 44] con
el método de Monte Carlo cuántico[2]. Entre las parametrizaciones más utilizadas estan las
de Perdew y Wang (polarizacion arbitraria) [45] y la más precisa de Gori-Giorgi et al.[46, 47]
(paramagnético).

Para el caso bidimensional, evaluamos nuevamente las Ecs.(2.32) y (2.35), sólo que esta
vez el vector k en Ec.(2.59) es bidimensional. Los resultados obtenidos para la energía cinética
y de intercambio por partícula son, respectivamente [48]:

ts(rs, ζ) =
1
r2s

1 + ζ2

2
, (2.62)

ex(rs, ζ) = −λx
rs

[(1 + ζ)3/2 + (1− ζ)3/2]
2

, (2.63)

con λx = 4
√

2/3π. Al igual que en el caso 3D, se tienen resultados analíticos para la energía
de correlación en los límites de alta[49] y baja[50] densidad, y para densidades intermedias, al
igual que en el caso 3D, se recurre a parametrizaciones obtenidas mediante el ajuste a cálculos
de la energía de correlación [48, 51] con el método de Monte Carlo cuántico[2].

En la Fig.(2.1) gra�camos la energía por partícula multiplicada por r3/2s , para los gases
de electrones 2D (panel de la izquierda) y 3D (panel de la derecha) en la fase PM. En las
�guras etot = ts + exc es la energía total por partícula de los electrones. Para el cálculo de
las energías cinética y de intercambio hemos utilizado las expresiones (2.60-2.63) con ζ = 0.
La energía de correlación la evaluamos con expresiones analíticas tomadas de Refs.[45] y [48]
para los casos 3D y 2D respectivamente. En ambos casos hemos gra�cado las energías en el
rango 0.1 < rs < 10. Podemos resaltar la siguentes características:

1. en el rango de densidades considerado, vemos que el gas de electrones (2D y 3D) sufre
un cambio de régimen alrededor de rs ' 1. A medida que se disminuye la densidad,
esta transición está caracterizada por el predominio de la energía cinética para rs < 1
(densidades altas) y un predominio de la energía de intercambio y correlación para
rs > 1 (densidades bajas).
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PM FM CW

2D rs < 26 26 < rs < 35 35 < rs

3D rs < 73 73 < rs < 98 98 < rs

Tab. 2.1: Datos tomados de Ref.[48] para el GEH 2D y de Ref.[45] para el GEH 3D.

2. Para el caso 3D (panel de la derecha), la energía de XC es menor, en valor absoluto,
que para el caso 2D (panel de la izquierda), para una misma distancia promedio entre
los electrones rs. Esto muestra de manera notable la intensi�cación de las correlaciones
al reducir la dimensionalidad del gas. Este es un comportamiento muy general cuya
causa es la mayor probabilidad de colisionar de los electrones al disminuir los grados de
libertad del sistema.

3. Notamos por último que el cambio de régimen descripto en (1), se produce para densi-
dades más bajas en el caso 3D que en el caso 2D. Esto podemos veri�carlo en la �gura
si observamos que la curva correspondiente a la enería total cruza al eje x en rs ' 2
para el caso 3D y en rs ' 0.75 en el caso 2D. Por lo tanto en un gas 2D el acceso a
las fases polarizadas y cristalinas (que son un efecto del predominio de las correlaciones
sobre la energía cinética) se produce para densidades más altas (menor rs) que para el
gas 3D. Debido a esto la búsqueda experimental del cristal de Wigner [52] y de la fase
FM [53, 54, 55] se efectúa en sistemas de dimensionalidad reducida como los gases cuasi
bidimensionales.

En la tabla (2.1) mostramos los rangos de densidades de estabilidad de cada una de las fases
PM, FM y CW del GEH 2D (Ref.[48]) y 3D (Ref.[45]). Vemos que las densidades para las
cuales ocurren las transiciones PM→FM y FM →CW, son mucho más bajas para el caso 3D
que para el caso 2D, con�rmando lo que dijimos en el punto (3) al referirnos a la Fig.(2.1).
En particular tenemos r(PM−FM,2D)

s = 26 � r
(PM−FM,3D)
s = 73 y r

(FM−CW,2D)
s = 35 �

r
(FM−CW,3D)
s = 98. Notemos que para la densidad a la cual se predice la fase cristalina CW
para el gas 2D, el gas 3D está aún en su fase �uida PM. Esta predominancia de los efectos
de correlación en el gas 2D sobre el gas 3D, así como también la realización experimental del
gas 2D, ha despertado recientemente un gran interés en la construcción de descripciones más
precisas del gas de electrones cuasibidimensional [56, 57, 58, 29].

2.5.2 Aproximaciones a Exc[n] derivadas de los resultados para el GEH

La aproximación de densidad local (LDA) a la funcional de energía de XC fue propuesta por
primera vez por Kohn y Sham Ref.[9]. La misma se basa en utilizar los resultados para la
energía de XC del GEH como valores de referencia para el cálculo en el caso más general de
un gas de elctrones interactuante inhomogéneo, mediante la siguiente prescripción[11, 59]:

Exc[n] =
∫
d3r n(r)ehomxc (n(r)), (2.64)

donde ehomxc (n) = ex(n)+ec(n) corresponde a la energía de XC por partícula de un gas homogé-
neo de densidad n, con ex dado por Ec.(2.61) [Ec.(2.63)] con rs = (4πn/3)−1/3 [rs = (πn)−1/2]
para el caso 3D (2D) y ec dado en Ref.[45] (Ref.[48]) para el caso 3D (2D). Esta aproximación
funciona sorprendentemente bien para una gran variedad de sistemas inhomogéneos. Las ra-
zones de este éxito de la LDA están relacionadas con el hecho de que solamente el promedio
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esférico del hueco de XC tiene in�uencia sobre el valor de la energía de XC, y además porque
el hueco de XC en la LDA satisface la regla de suma exacta

∫
ρhomxc (r′, r)d3r′ = −1.[59].

No obstante, la funcionales tipo LDA presentan una serie de de�ciencias, como por ejemplo
límites asintóticos incorrectos de los potenciales correspondientes, incorrecta cancelación de
términos de autointeracción, di�cultad de obtener mejoras sistemáticas a la funcionales corre-
spondientes, etc. Por consiguiente, se han efectuado varios intentos de aliviar las de�ciencias
de la LDA mediante mejoras tales como la aproximación del gradiente generalizado[60] (GGA),
que incluye información semilocal mediante la incorporación del gradiente de la densidad en
cada punto del espacio, además de la densidad, en la cual la energía de XC se escribe como[35]:

Exc[n] =
∫
d3r f(n(r),∇n(r)), (2.65)

donde f(n(r),∇n(r)) es una función (no funcional) de la densidad y de su gradiente, que se
construye para satisfacer propiedades exactas del hueco de XC, tales como reglas de suma y
comportamiento asintótico. En la construcción de una GGA, generalmente no se puede satis-
facer todas las propiedades formales, por lo cual existen distintas GGA. Para una comparación
entre los distinos tipos ver referencia [61]

Otra aproximación que tiene su origen en el gas de electrones homogéneo, es la aproximación

de la densidad pesada (WDA)[62] que se basa en una aproximación adecuada del hueco de XC.
El hueco de XC de Ec.(2.16) se puede factorizar exactamente como:

ρxc(r′|r) = n(r′)[gxc(r, r′)− 1], (2.66)

donde se de�ne implícitamente la función de correlación de pares gxc(r, r′). La aproximación
de la densidad pesada, consiste en reemplazar la función de correlación exacta gxc(r, r′) en
Ec.(2.66) por la función de correlación de pares ghomxc (ñ(r), |r − r′|) de un gas homogéneo
de densidad ñ(r), donde la densidad �pesada� ñ(r) se elige para satisfacer la regla de suma∫
ρxc(r′, r)d3r′ = −1.
Recientemente se han encontrado importantes falencias de estas funcionales locales o

semilocales a la hora de describir sistemas electrónicos altamente inhomogéneos. Un estudio
detallado de los problemas que presentan estas aproximaciones en la transición dimensional
3D→2D, que resulta de con�nar progresivamente al gas de electrones en una dirección espacial,
puede encontrarse en Ref.[12]. Otra desventaja de este tipo de funcionales es la imposibili-
dad de describir correctamente las interacciones de van der Waals[63], como así también las
funciones respuesta del gas electrónico[64]. Se han estudiado también de�ciencias de estas
aproximaciones en la descripción de sistemas con número de electrones fraccionario[65].

En el próximo capítulo veremos una manera de mejorar las funcionales de energía de
una manera sistemática mediante el desarrollo de funcionales implícitas de la densidad. Este
camino es muy prometedor y esta siendo intensivamente explorado actualmente. El requerim-
iento principal es el desarrollo de funcionales de XC que dependan de los orbitales y autoen-
ergías de KS, que puedan ser evaluados numéricamente, y el desarrollo de métodos e�cientes
de cálculo para el potencial de KS derivado de funcionales orbitales.



Capítulo 3

Teoría de perturbaciones de KS y

el método del potencial efectivo

optimizado

3.1 Introducción

En el capítulo anterior vimos que la DFT representa una simpli�cación teórica importante
en la resolución del gas de electrones interactuantes, especialmente para sistemas de muchos
electrones, ya que reemplaza el uso de la función de onda de muchos cuerpos dependiente
de 3N coordenadas por una formulación exacta en términos de la densidada electrónica, que
depende sólo de tres coordenadas espaciales. Por otro lado presentamos el esquema de cálculo
de KS, que abrió un abanico de aplicaciones de la DFT, junto con las aproximaciones locales y
semilocales (LDA, GGA, WDA) a la energía de intercambio y correlación, basadas en cálculos
precisos para el gas de electrones homogéneo. Mencionamos por otra parte las falencias que
estas funcionales de XC basadas en el GEH presentan al momento de obtener valores precisos
de las propiedades de sistemas interactuantes altamente inhomogéneos.

Con el objetivo de mejorar el cálculo de la contribución de XC, ha surgido en los últimos
años una nueva generación de funcionales implícitas de la densidad.[14] El desarrollo se ha
basado en la creación de funcionales que dependen explícitamente de los orbitales y autoen-
ergías del sistema �cticio de KS, pero implícitamente de la densidad electrónica, a través de
la dependencia de estos últimos con respecto a la densidad.

En la sección 3.2 de�niremos una familia de funcionales implícitas de la densidad y ex-
pondremos las di�cultades teóricas que se presentan en esta formulación. En la sección 3.3
haremos una presentación teórica del esquema perturbativo dentro del formalismo DFT-KS
[26, 25] a partir del cual obtendremos una funcional implícita de correlación. Finalmente
en la sección 3.4, presentaremos un método para el cálculo del potencial correspondiente a
funcionales implícitas.

3.2 Funcionales implícitas de la densidad

Las expresiones (2.64), (2.65) y (2.66) para la aproximación LDA, GGA y WDA, respectiva-
mente, para la funcional de intercambio y correlación, tienen en común que pueden expresarse
de forma explícita en términos de la densidad electrónica. Por ejemplo, insertando el resul-
tado para la energía de intercambio por electrón para el caso 3D homogéneo de Ec.(2.61) en

21
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la prescripción para efectuar la aproximación LDA de Ec.(2.64) obtenemos:

ELDAx [n] = −3
4

(
3
π

)1/3 ∫
d3r n(r)4/3, (3.1)

donde hemos considerado el caso paramagnético ζ = 0 y la Ec.(2.55) que relaciona la densidad
con el parámetro rs. Si queremos evaluar el potencial de intercambio en esta aproximación,
tomamos la derivada funcional de Ec.(3.1) respecto a la densidad y obtenemos inmediata-
mente:

V LDA
x (r) = −

(
3n(r)
π

)1/3

. (3.2)

Si, por el contrario, queremos tratar a la contribución de intercambio de forma exacta, debemos
evaluar la expresión correspondiente en Ec.(2.35):

Ex[n] =
〈
ΦW=0[n]

∣∣∣Ŵ ∣∣∣ΦW=0[n]
〉
− EH [n]. (3.3)

El primer término del lado derecho de esta ecuación es el valor de espectación de la inter-
acción coulombiana Ŵ en el estado fundamental del sistema NI de KS. Este último es un
determinante de Slater de N orbitales de KS φiσ(r) que son solución de la ecuación de KS
(2.45). El resultado que se obtiene es (ver por ejemplo Ref.[14]):

Ex[n] = −1
2

∑
σ

Nσ∑
i,j=0

∫
d3r d3r′

φ∗iσ(r)φ
∗
jσ(r

′)φjσ(r)φiσ(r′)
|r− r′|

. (3.4)

Ahora quisiéramos expresar Ec.(3.4) explícitamente en términos de la densidad, de manera
análoga a como se hizo en Ec.(3.1) para la LDA. Lamentablemente, vemos que esto no es
posible, ya que no podemos invertir la Ec.(2.43) que vincula a los orbitales de KS con la
densidad. Sin embargo, la DFT nos dice que Ex[n], de�nida por Ec.(3.3), es una funcional
de la densidad. La manera de conciliar estos dos hechos es observando que Ex en Ec.(3.4) es
una funcional implícita de n(r) a través de la dependencia funcional de los orbitales de KS en
Ec.(3.4), con respecto a la densidad.

Para darnos cuenta de que los orbitales de KS son funcionales de la densidad, observamos
que estos dependen funcionalmente del potencial de KS a través de la ecuación de KS (2.45),
y el potencial de KS es a su vez una funcional de la densidad [Ecs.(2.38) y (2.39)]: VKS(r) =
µ− δTs[n]/δn(r). Por lo tanto, los orbitales de KS (y las autoenergías de KS) son funcionales
de la densidad electrónica. De manera que efectivamente vemos que la energía de intercambio
en Ec.(3.4) es una funcional implícita de la densidad a través de los orbitales de KS.

Una manera de expresar este tipo de dependencia explícita en términos de los orbitales y
autoenergías de KS e implícita en términos de la densidad para una funcional F , es mediante
la notación:

F [n] = F [{φiσ[n]}, {εiσ[n]}]. (3.5)

Para completar el esquema de KS, el siguiente paso sería construir el potencial de KS que
insertado en Ec.(2.45) nos permita obtener los orbitales y autoenergías de KS. Para ello
debemos hacer la derivada funcional de la funcional implícita (3.4) respecto a la densidad.
Este cálculo es más complejo que el que nos permitió calcular el V LDA

x (r) de Ec.(3.2) a partir
de la funcional explícita de Ec.(3.1).

El último paso hacia una descripción exacta del gas de electrones interactuantes en el
esquema de KS de la DFT sería obtener una expresión análoga a Ec.(3.4) (explícita en términos
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de los orbitales de KS e implícita respecto a la densidad) para la contribución de correlación
de Ec.(2.36):

Ec[n] =
〈
ΦW [n]

∣∣∣T̂ + Ŵ
∣∣∣ΦW [n]

〉
−
〈
ΦW=0[n]

∣∣∣T̂ + Ŵ
∣∣∣ΦW=0[n]

〉
. (3.6)

Sin embargo nos encontramos con el problema de que Ec en Ec.(3.6) está de�nida en términos
del estado de muchos cuerpos interactuante |ΦW [n]〉, el cual no conocemos. En de�nitiva
tenemos que superar dos di�cultades importantes:

1. Obtener una expresión para la contribución de correlación de Ec.(3.6) en términos de
los orbitales y autoenergías de KS, sin recurrir a la función de ondas de muchos cuerpos
interactuante |ΦW [n]〉. Esto lo veremos en la sección 3.3.

2. Encontrar un método de cálculo para obtener el potencial correspondiente a funcionales
implícitas de la densidad del tipo dado en Ec.(3.5). Esto lo desarrollaremos en la sección
3.4.

Habiendo superado las di�cultades presentadas en los dos puntos anteriores, tendremos un
esquema de cálculo exacto en DFT que nos permitirá ir más allá de las aproximaciones locales
o semilocales presentadas en el capítulo anterior. De esta manera, podremos evitar el uso del
GEH como sistema de referencia, abriéndose la posibilidad de efectuar aproximaciones más
precisas.

3.3 Teoría de perturbaciones de KS y la funcional implícita de

correlación

En la sección 3.2 anterior vimos que para mejorar el nivel de exactitud en las aplicaciones de
la DFT debemos abandonar el uso de funcionales explícitas de la densidad para desarrollar
un formalismo basado en funcionales implícitas de la densidad. Para la contribución de
intercambio, la representación funcional implícita se halla directamente, ya que su misma
de�nición [Ec.(3.3)] esta dada en términos del estado no interactuante de KS. Por otro lado,
la contribución de correlación esta de�nida en términos del estado interactuante de muchos
cuerpos del sistema real, por lo cual no se obtiene de manera directa una representación en
términos de orbitales de KS, que es lo que buscamos. El modo más directo de encontrar
aproximaciones sistemáticas a la funcional de correlación exacta, en términos de funcionales
implícitas, es mediante la aplicación de la teoría de perturbaciones, tomando como sistema no
perturbado el sistema NI de KS. De esta manera, obtendremos una serie perturbativa para
la funcional de correlación en terminos de funcionales implícitas. La formulación original
en la que se obtuvo esta representación exacta de la correlación en terminos de funcionales
implícitas fue dada por Görling y Levy (GL) en Refs.[26, 25]. Ellos construyeron una serie
perturbativa en términos de la constante de acople λ que controla la fuerza de la interacción
entre los electrones [ver Ec.(2.52)]. De manera equivalente pero enmarcado en el formalismo
de teoría de perturbaciones de muchos cuerpos, Engel et al.[14] obtuvieron el mismo resultado.

En primer lugar comenzaremos dando un esquema breve del cálculo perturbativo de GL,
luego obtendremos una expresión explícita en términos de los orbitales de KS para el segundo
orden en la expansión correspondiente a la funcional de correlación, �nalmente daremos un
breve resumen de las aplicaciones mas recientes de esta funcional.
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3.3.1 Serie perturbativa de KS en términos de la constante de acople λ

La construcción de la serie perturbativa de GL parte de considerar el hamiltoniano con con-
stante de acople 0 ≤ λ ≤ 1:

Ĥλ = T̂ + V̂λ + λŴ , (3.7)

con el término de energía cinética T̂ y la energía de interacción coulombiana Ŵ dadas por
Ecs.(2.3) y (2.5) respectivamente, y donde V̂λ es el potencial externo (local y de un cuerpo
de�nido como en Ec.(2.4)) que se ajusta de manera tal que la densidad del estado fundamental
del sistema con interacción λŴ sea la misma que la densidad del estado fundamental del
sistema totalmente interactuante con λ = 1. Una consecuencia de esta de�nición es que
V0(r) = VKS(r) y que V1(r) = Vext(r), es decir, para λ = 0 el sistema es no interactuante
y tiene la misma densidad que el sistema interactuante, por lo tanto el potencial es igual al
potencial de KS; en cambio, para λ = 1, el sistema es totalmente interactuante y por lo tanto
el potencial es igual al potencial externo del sistema real.

El hamiltoniano de Ec.(3.7) conecta adiabáticamente el sistema de KS NI (λ = 0) con
el sistema real (λ = 1). Así como las Ecs.(2.39) (2.40) y (2.41) nos daban una receta para
obtener el potencial de KS que en un sistema no interactuante da la misma densidad que el
sistema real, GL en referencia [26] encuentran la receta para obtener el potencial externo Vλ(r)
que en un sistema parcialmente interactuante (λŴ ) da la misma densidad que el sistema real.
Esta es:

Vλ(r) = VKS(r)− λVH(r)− λVx(r)− V (λ)
c (r), (3.8)

donde VKS , Vx y VH son los de�nidos en Ecs.(2.39-2.42) respectivamente, y el potencial de
correlación V (λ)

c (r) esta de�nido por:

V (λ)
c (r) =

δE
(λ)
c [n]
δn(r)

, (3.9)

E(λ)
c [n] =

〈
T̂ + λŴ

〉
λ
−
〈
T̂ + λŴ

〉
0
, (3.10)

donde de�nimos
〈
Ô
〉
λ

=
〈
ΦλW [n]

∣∣∣Ô∣∣∣ΦλW [n]
〉
. Vemos que la funcional de energía de cor-

relación para el sistema parcialmente interactuante se de�ne en Ec.(3.10) de manera análoga
a la energía de correlación del sistema interactunte en Ec.(2.36), sólo que en términos del
estado parcialmente interactuante |ΦλW [n]〉. 1

El siguiente paso hacia la construcción de una serie perturbativa para Ec, es considerar
la expansión de Taylor de Eλc alrededor de λ = 0. Primero reescribamos Ec.(3.10) como

E
(λ)
c [n] = Tλ+λWλ, con Tλ =

〈
T̂
〉
λ
−
〈
T̂
〉

0
y Wλ =

〈
Ŵ
〉
λ
−
〈
Ŵ
〉

0
, y notemos los siguentes

puntos:

• la cantidad Wλ es tal que W0 = 0, por su de�nición; por lo tanto la serie de Taylor
correspondiente a Wλ alrededor de λ = 0 no tendrá término constante y la expansión
de λWλ será de orden como mínimo cuadrático.

1Se puede demostrar que E
(λ)
c [n] = λ2E

(1)
c [n1/λ], donde nα(r) = α3n(αr) y E

(1)
c [n] = Ec[n] es la funcional

de correlación del sistema totalmente interactuante [66]. Este hecho, hace que Ec.(3.8) sea un resultado

notable, ya que nos permite escribir el potencial externo Vλ de un sistema parcialmente interactuante λW

únicamente en términos de las funcionales de�nidas para el sistema NI de KS por Ecs.(2.35), (2.36), (2.12) y

(2.39) para la energía de intercambio, correlación, hartree y potencial de KS respectivamente.
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• La cantidad Tλ de�nida anteriormente es cero para λ = 0, y por otro lado notamos que
|ΦλW [n]〉 minimiza a

〈
T̂
〉
λ
para λ = 0, por lo tanto la expansión de Taylor de Tλ es de

orden como mínimo cuadrático.

Estos dos hechos nos permiten escribir:

E(λ)
c [n] =

∞∑
j=2

λjEc,j [n],

donde los coe�cientes de Taylor Ec,j [n] no dependen de la constante de acople λ, y son
universales (en el mismo sentido que la funcional FW de HK en Ec.(2.27)). Reemplazando
este resultado en Ec.(3.9) nos queda:

V (λ)
c (r) =

∞∑
j=2

λj
δEc,j [n]
δn(r)

. (3.11)

Reemplazando Ecs.(3.11) y (3.8) en la expresion para la energía total del sistema parcial-
mente interactuante Ec.(3.7) y reordenando los términos, nos queda la siguiente expansión en
términos de la constante de acople λ[26]:

Ĥλ = ĤKS + λ
{
Ŵ − V̂H − V̂x

}
+

∞∑
j=2

λj

(
−

N∑
i=1

δEc,j [n]
δn(ri)

)
(3.12)

donde ĤKS = Ĥ0 = T̂ + VKS y V̂ α=H,x,KS =
∑N

i=1 Vα(r̂i). Luego, la aplicación de teoría de
perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger a la perturbación de�nida por los segundo y tercer
sumandos del lado derecho de Ec.(3.12), nos da la expansion de la energía total en función de
la constante de acople: Eλ = E0 + λE1 + λ2E2 + .... Las expresiones para E0, E1 y E2 las
reproducimos de Ref.[26]:

E0 = EKS , (3.13)

E1 =
〈
Φ0

∣∣∣Ŵ − V̂H − V̂x

∣∣∣Φ0

〉
, (3.14)

E2 =
∞∑
n=1

∣∣∣〈Φ0

∣∣∣Ŵ − V̂H − V̂x

∣∣∣Φ0,n

〉∣∣∣2
E0 − E0,n

−

〈
Φ0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

δEc,2[n]
δn(ri)

∣∣∣∣∣Φ0

〉
, (3.15)

...

En estas últimas ecuaciones, hemos usado como referencia los estados no interactuantes de
KS |Φ0,n〉 que son autoestados del hamiltoniano de KS:

ĤKS |Φ0,n〉 = E0,n |Φ0,n〉 ,

donde el subíndice cero en el determinante de Slater Ψ0,n se re�ere a que es un autoestado del
hamiltoniano NI (λ = 0) de KS, y el subíndice n se re�ere al estado excitado n (E0,n < E0,n+1,

E0,0 = E0 = EKS) del sistema NI de KS. Reemplazando en la de�nición de E(λ)
c [n] [Ec.(3.10)]

la expansión para la energía Eλ con los coe�cientes de Ecs.(3.13), (3.14) y (3.15), obtenemos
la siguiente expresión para E(λ)

c [n]:[26]

E(λ)
c [n] = λ2

∞∑
n=1

∣∣∣〈Φ0

∣∣∣Ŵ − V̂H − V̂x

∣∣∣Φ0,n

〉∣∣∣2
E0 − E0,n

+O(λ3). (3.16)
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La expansión en Ec.(3.16) muestra de manera rigurosa que el término de correlación es de
segundo orden en la constante de acople λ. Si reintegramos unidades al hamiltoniano, podemos
pensar la constante de acople como el cuadrado de la carga electrónica, de modo que el caso
completamente interactuante nos da una contribución e2 para Hartree e intercambio y de e4

para correlación. De este modo, queda rigurosamente de�nida la contribución de correlación
a segundo orden en teoría de perturbaciones de KS, que llamaremos E(2)

c [n] (notar que el
supraíndice (2) no se re�ere a un valor de la constante de acople λ sino que designa el seguno
orden):

E(2)
c [n] =

∞∑
n=1

∣∣∣〈Φ0

∣∣∣Ŵ − V̂H − V̂x

∣∣∣Φ0,n

〉∣∣∣2
E0 − E0,n

. (3.17)

Esta es la expresión que estábamos buscando para el término de correlación, que expresa
la energía de correlación explícitamente en términos de los estados NI de KS y que puede
ser mejorada sistemáticamente (al menos en principio) agregando más términos a la serie
perturbativa. Engel et al.[14] obtuvieron el mismo resultado, pero aplicando directamente
teoría de perturbaciones de muchos cuerpos a la perturbación Ĥ − ĤKS . De esa manera,

les queda un numerador
∣∣∣〈Φ0

∣∣∣Ŵ − V̂H − V̂x − V̂c

∣∣∣Φ0,n

〉∣∣∣2 en la expresión análoga a Ec.(3.15)

para el segundo orden, teniendo un V̂c extra respecto a la formulación de GL. En la referencia
[67], se muestra que las dos formulaciones son en última instancia equivalentes al desarrollar
ese numerador e igualar los ordenes correspondientes.

3.3.2 Funcional de correlación explícita en términos de los orbitales de KS

En el resto de esta sección damos un bosquejo del cálculo necesario para obtener una funcional
de correlación escrita explícitamente en términos de los orbitales de KS de�nidos en Ec.(2.45)
[análoga a la expresión para el intercambio exacto de Ec.(3.4)]. Para ello, comenzamos escri-
biendo los términos de interacción del hamiltoniano en segunda cuanti�cación:

V̂α =
∑
σ

∑
ij

〈iσ |Vα| jσ〉 c†iσcjσ, (3.18)

Ŵ =
1
2

∑
σσ′

∑
ijkl

〈
iσ, jσ′|lσ, kσ′

〉
c†iσc

†
jσ′ckσ′clσ. (3.19)

donde α = H,x; c†iσ es el operador de creación que crea un orbital de KS φiσ(r) [ver Ec.(2.44)],
y los elementos de matriz están dados por:

〈iσ |Vα| jσ〉 =
∫
d3rφ∗iσ(r)Vα(r)φiσ(r) (3.20)

〈
iσ, jσ′|kσ, lσ′

〉
=
∫
d3rd3r′

φ∗iσ(r)φ
∗
jσ′(r

′)φkσ(r)φlσ′(r′)

|r− r′|
(3.21)

Para calcular la energía de correlación E(2)
c de Ec.(3.17), tendremos que evaluar elementos de

matriz del tipo: 〈
Φ0

∣∣∣c†iσc†jσ′ckσ′clσ∣∣∣Φ0,n

〉
. (3.22)

Vemos que para que Ec.(3.22) sea distinto de cero, los determinantes de Slater Φ0,n corre-
spondientes a los estados excitados de KS, deben tener a lo sumo dos electrones excitados por
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encima del nivel de Fermi. Por tanto las excitaciones posibles en la suma de Ec.(3.17) será
sobre estados con un electron excitado:∣∣∣Φ(1e)

0,n

〉
= c†pσcqσ |Φ0〉

E0 − E0,n = εqσ − εpσ

con εqσ < µ y εpσ > µ, donde µ denota el nivel de Fermi del sistema NI de KS, y estados con
dos electrones excitados:

∣∣∣Φ(2e)
0,n

〉
= c†pσc

†
qσ′crσ′′csσ′′′ |Φ0〉

E0 − E0,n = εrσ′′ + εsσ′′′ − εpσ − εqσ′

con εrσ′′ , εsσ′′′ < µ y εpσ, εqσ′ > µ. Luego de una cálculo directo pero bastante engorroso, se
obtiene el siguiente resultado:

E(2)
c [n] = Ec,1 + Ec,2 (3.23)

Ec,1 =
∑

iσ<F<jσ

1
εiσ − εjσ

∣∣∣∣∣〈iσ|V σ
x |jσ〉+

∑
kσ<F

〈iσkσ|kσjσ〉

∣∣∣∣∣
2

(3.24)

Ec,2 =
1
2

∑
iσjσ′<F<kσlσ′

〈iσ, jσ′|kσ, lσ′〉 (〈lσ′, kσ|jσ′, iσ〉 − δσσ′ 〈lσ, kσ|iσ, jσ〉)
εiσ + εjσ′ − εkσ − εlσ′

(3.25)

El primer término Ec,1 corresponde a la suma sobre excitaciones de un electrón en Ec.(3.17)
y Ec,2 corresponde a la suma sobre excitaciones de dos electrones. Con iσ < (>)F denotamos
que εiσ < (>)µ. Es interesante notar que para obtener el segundo orden debemos utilizar
el potencial de intercambio Vx que corresponde al primer orden. Este hecho se repite para
ordenes superiores en la expansión perturbativa de KS, ver referencia [25].

De esta manera, insertando las de�niciones (3.20) y (3.21) para los elementos de matriz
en las expresiones para Ec,1 y Ec,2, hemos obtenido una expresión explícita en términos de

orbitales de KS para E(2)
c .[68, 69]

Las aplicaciones consistentes del método de KS con el potencial de correlación evaluado a
partir de la funcional E(2)

c [n] son muy escasas dadas las di�cultades numéricas que plantea el
cálculo de la funcional. Sin embargo, el número de aplicaciones está en crecimiento dadas las
ventajas y precisión de este tipo de funcionales. Para resultados recientes ver, por ejemplo,
Ref.[69], donde se analiza el potencial de correlación para sistemas de dos electrones o Refs.[68,
70] en la que se muestra que esta teoría permite una descripción de las fuerzas de van der
Waals, a diferencia de las aproximaciones locales o semilocales usuales. Una aplicación a
átomos despreciando el término Ec,1 de excitaciones de un electrón puede encontrarse en
Refs.[14, 68].

Para una extensión de la teoría a un hamiltoniano de orden cero arbitrario (no necesaria-
mente HKS) ver Ref.[71].

3.4 Método del potencial efectivo optimizado para el cálculo

de potenciales correspondientes a funcionales implícitas

En la sección 3.3 mostramos una manera sistemática de obtener mejores aproximaciones a
la funcional de energía de XC en DFT, en términos de funcionales implícitas de la densidad.
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En esta sección abordaremos el problema de encontrar un método de cálculo para obtener el
potencial de XC correspondiente a este tipo de funcionales implícitas (punto 2 de sección 3.2).
Su solución nos conducirá al denominado método del potencial efectivo (OEP) optimizado. La
idea original de este método surgió antes del advenimiento de la DFT, en una formulación
variacional construida para justi�car una aproximación hecha por Slater que reemplazaba la
función de onda de muchos cuerpos del sistema interactuante por el determinante de Slater
correspondiente al estado fundamental de un problema no interactuante[23]. Esta idea fue
luego aplicada a un sistema atómico en lo que constituyó la primera aplicación del método de
intercambio exacto usando el OEP[72]. La formulación moderna del OEP para el cálculo del
potencial de XC exacto en el contexto de la DFT fue generada por Gorling y Levy[25], usando
la regla de la cadena para derivadas funcionales. Mostraremos aquí los lineamientos generales
de esta formulación para el caso de sistemas discretos con número de partículas �jo. Esto nos
servirá como preparación para el desarrollo del OEP para sistemas cuasibidimensionales en el
capítulo 4, que es una parte central de esta tesis.

Como vimos en el capítulo 2, la energía total es estacionaria en la densidad del estado
fundamental. Por el teorema de HK aplicado al sistema NI de KS, hay una relación uno a
uno entre potenciales de KS y densidades, por lo tanto podemos considerar a la energía total
como una funcional del potencial de KS, siendo estacionaria para el potencial de KS que da
la densidad del estado fundamental. En general, cualquier funcional de la densidad puede ser
considerada también como una funcional del potencial de KS.

Consideremos una funcional orbital como en Ec.(3.5). Si queremos obtener su derivada
funcional respecto a la densidad δF [{φi}, {εi}]/δn(r), recurrimos a la regla de la cadena para
derivadas funcionales y al hecho de que una funcional de la densidad es también una funcional
del potencial de KS, como dijimos anteriormente, para obtener:

VF,σ(r) =
δF

δnσ(r)
=
∑
σ′

∫
d3r1

δF

δVKS,σ′(r1)
δVKS,σ′(r1)
δnσ(r)

. (3.26)

El primer factor bajo el signo integral podemos desarrollarlo usando nuevamente la regla de
la cadena y tomando en cuenta la dependencia funcional explícita de F en términos de los
orbitales y autoenergías de KS:

δF

δVKSσ′(r1)
=
∑
iσ′′

∫
d3r2

[
δF

δφiσ′′(r2)
δφiσ′′(r2)
δVKS,σ′(r1)

+
δF

δφ∗iσ′′(r2)
δφ∗iσ′′(r2)
δVKS,σ′(r1)

]
+
∑
iσ′′

∂F

∂εiσ′′

δεiσ′′

δVKS,σ′(r1)
, (3.27)

Donde
∑

iσ denota la suma sobre todos los niveles de KS. Por teoría de perturbaciones a
primer orden, obtenemos el resultado (exacto)[25]:

δεiσ
δVKS,σ′(r1)

= δσσ′ |φiσ(r1)|2 , (3.28)

δφiσ(r2)
δVKS,σ′(r1)

= δσσ′Giσ(r2, r1)φiσ(r1), (3.29)

Giσ(r2, r1) =
∑
j 6=i

φ∗jσ(r1)φjσ(r2)
εiσ − εjσ

. (3.30)
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Reemplazando (3.28) y (3.29) en (3.27), obtenemos:

δF

δVKS,σ(r1)
=
∑
i

∫
d3r2

[
δF

δφiσ(r2)
Giσ(r2, r1)φiσ(r1)

+
δF

δφ∗iσ(r2)
G∗
iσ(r2, r1)φ∗iσ(r1)

]
+
∑
i

∂F

∂εiσ
|φiσ(r1)|2 , (3.31)

El segundo factor en el signo integral de Ec.(3.26) es la inversa de la funcion respuesta
densidad-densidad χσσ′(r1, r2) de�nida por:

χσσ′(r1, r2) =
δnσ(r1)

δVKS,σ′(r2)
. (3.32)

Teniendo en cuenta la representación de n(r) en términos de los orbitales y autoenergías de
KS [Ec.(2.43)], y aplicando Ec.(3.31) con F = nσ(r1) =

∑oc.
i |φiσ(r1)|2, obtenemos para la

función respuesta:

χσσ′(r1, r2) = δσσ′
oc.∑
i

φ∗iσ(r1)Giσ(r1, r2)φiσ(r2). (3.33)

donde hemos usado ∂nσ(r1)/∂εiσ = 0 y δn(r1)/δφiσ(r2) = φ∗iσ(r2)δ(r1−r2). Como χσ(r1, r2)
es la inversa de χ−1

σ (r1, r2) = δVKS,σ(r1)/δnσ(r2), se cumple la relación:∫
d3r2χσ(r1, r2)χ−1

σ (r2, r3) = δ(r1 − r3). (3.34)

Aplicando χσ a ambos lados de Ec.(3.26) y utilizando la relación (3.34), obtenemos la ecuación
OEP: ∫

d3rχσ(r, r1)VF,σ(r) =
δF

δVKS,σ(r1)
. (3.35)

Esta ecuación integral para el potencial VF,σ(r) correspondiente a la funcional implícita F ,
es el resultado central del OEP. La ecuación integral (3.35) junto con el cálculo de la fun-
ción respuesta dada por Ec.(3.33) y el resultado de Ec.(3.31) para la derivada funcional
δF/δVKS,σ(r1), nos da un marco formal para obtener el potencial correspondiente a fun-
cionales orbitales o implícitas: el potencial VF correspondiente a la funcional F es aquel que
satisface (3.35). Este es el resultado que buscábamos obtener como respuesta al punto 2 de
sección 3.2 y de este modo queda cerrado el esquema de cálculo de KS para funcionales im-
plícitas. Reemplazando F en Ec.(3.35) por la funcional de energía de intercambio exacto Ex
que obtuvimos en Ec.(3.4) se obtiene el potencial de intercambio exacto Vx,σ(r), si en cambio

reemplazamos F por E(2)
c de Ec.(3.23), la ecuación (3.35) nos da el potencial de correlación

exacto a segundo orden en teoría de perturbaciones de KS V (2)
c,σ (r).

Otra forma de la ecuación OEP, se obtiene al reemplazar las expresiones explícitas de
χσ(r, r1) y δF/δVKS,σ(r1) [Ecs.(3.33) y (3.31) respectivamente] en Ec.(3.35) y reordenar los
términos para obtener: ∑

i

ψ∗iσ(r)φiσ(r) + c.c. =
∑
i

∂F

∂εiσ
|φiσ(r)|2 , (3.36)

donde los corrimientos ψiσ(r), denotan el cambio a primer orden de los orbitales de KS φiσ(r)
causado por la perturbación ∆VF,iσ(r). ψiσ(r) y ∆VF,iσ(r) están de�nidos respectivamente
por:

ψiσ(r) =
∫
d3r′Giσ(r, r′)φiσ(r′)∆VF,iσ(r′), (3.37)
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∆VF,iσ(r) = VF,σ(r)θ(µ− εiσ)− uF,iσ(r). (3.38)

El corrimiento de�nido en Ec.(3.37) se obtiene de aplicar la Ec.(3.29) para un δVKS(r) =
∆VF,iσ(r). La cantidad ∆VF,iσ(r) en Ec.(3.38) está expresada en términos del potencial orbital
uF,iσ(r), cuya de�nición es:

uF,iσ(r) =
1

φ∗iσ(r)
δF

δφiσ(r)
. (3.39)

La resolución numérica de la ecuación OEP Ec.(3.36) es muy exigente. En los últimos años
se han desarrollado métodos e�cientes para su resolución en el caso de sistemas �nitos en
la aproximación consistente en incluir solamente la contribución de intercambio exacto (3.4)
despreciando el término de correlación.[73] En esta aproximación, la suma sobre orbitales de
KS en Ec.(3.36) es sólo sobre orbitales ocupados, debido a que la funcional de intercambio
exacto en Ec.(3.4) no depende de orbitales de KS tales que εiσ > µ. Por otro lado, de Ec.(3.4)
podemos ver que ∂Ex/∂εiσ = 0 para sistemas �nitos, por lo tanto, en el caso en que se
desprecie el término de correlación, la ecuación OEP se reduce a:

oc.∑
i

ψ∗iσ(r)φiσ(r) + c.c. = 0. (3.40)

En este contexto, en la referencia [73] se desarrolló un método iterativo para encontrar el
potencial de intercambio exacto Vx,σ(r) cuyos corrimientos ψ∗iσ(r) y orbitales de KS φiσ(r)
asociados satisfacen Ec.(3.40). La idea consiste en de�nir una función error Sσ(r) como:

Sσ(r) =
oc.∑
i

ψ∗iσ(r)φiσ(r) + c.c., (3.41)

que es distinta de cero cuando Vx(r) no es el correcto, y que es exactamente cero (para
todo r) cuando Vx,σ(r) es el correcto por OEP Ec.(3.40). Luego, se utiliza esta función
error Sσ(r) para corregir iterativamente el potencial de intercambio de la siguiente manera:
V

(nuevo)
xσ (r) = V

(viejo)
xσ (r) + cSσ(r). En cada iteración se recalculan los corrimientos y la

ecuación de KS para los orbitales φiσ, hasta obtener autoconsistencia. La constante c en el
cálculo de la corrección a Vx se determina por prueba y error y depende del sistema que se
considere.

En el desarrollo de esta tesis, como veremos mas adelante, generalizamos exitosamente este
método iterativo al caso de funcionales que si dependen de las autoenergías de KS, es decir,
cuando el término de la derecha de la ecuación OEP (3.36) es distinto de cero a diferencia
del caso de intercambio exacto para sistemas �nitos (ver Capítulo 5 y Apéndice C). Por otro
lado, desarrollamos un método nuevopara la resolución de la ecuación OEP en el caso en que
la suma es sobre orbitales de KS ocupados y desocupados, que es el caso que se presenta
cuando se incluye correlación a segundo orden (ver capítulo 6).

Otra manera más directa de encarar la solución de la ecuación OEP Ec.(3.40) para inter-
cambio solo (sólo-X), consiste en escribir el potencial de intercambio exacto explícitamente
en términos de los corrimientos y los potenciales orbitales:[73]

Vx,σ(r) =
1

2nσ(r)

∑
i

{[
ux,iσ(r) + ∆V̄x,iσ

]
−∇ · [ψ∗iσ(r)∇φiσ(r)]

}
+ c.c., (3.42)

donde ∆V̄x,iσ =
∫
d3r[Vxσ(r)−ux,iσ(r)]|φiσ(r)|2. Para obtener Ec.(3.42) se multiplica Ec.(3.40)

por VKS(r) y se reemplaza este último por la siguiente ecuación diferencial para los corrim-
ientos:

[ĥKS − εiσ]ψiσ(r) = −[∆Vx,iσ(r)−∆V̄x,iσ]φiσ(r) (3.43)
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resuelta para VKS , y reordenando términos. La ecuación diferencial (3.43) para los corrimien-
tos se obtiene fácilmente aplicando el operador [ĥKS − εiσ] a la de�nición de los corrimientos
en Ec.(3.37). La desventaja numérica para el cálculo del potencial de intercambio utilizando
Ec.(3.42) frente al cálculo iterativo comentado anteriormente estriba en la di�cultad de cal-
cular con precisión el término ∇ · [ψ∗iσ(r)∇φiσ(r)] /nσ(r) en Ec.(3.42), ya que la densidad
y los orbitales de KS decaen exponencialmente y el cociente tiene grandes errores debido a
pequeñas impresiciones en el cálculo de las derivadas numéricas. En esta tesis hemos mejo-
rado la expresión (3.42) mediante un desarrollo de este último término y por otro lado hemos
generalizando la expresión para funcionales que dependen explícitamente de las autoenergías
de KS εiσ (ver Capítulo 5 y Apéndice C).

Los bene�cios de la DFT en la aproximación XX incluyen mejoras en el cálculo de discon-
tinuidades de derivada, así como en potenciales de KS con comportamiento asintótico correcto
[21, 74] y cancelación exacta de autointeracciones.





Capítulo 4

Sistemas cuasi bidimensionales

4.1 Introducción

En este capítulo daremos una descripción teórica de los sistemas cuasi bidimensionales (C2D)
en la aproximación de la masa efectiva[75]. En esta aproximación, la dinámica de los elec-
trones en el sólido se aproxima por la dinámica de electrones libres con una masa renormalizada
dada por la curvatura de la relación de dispersión del fondo de la banda de conducción del
semiconductor. Por otro lado, la interacción entre los electrones en el sólido queda también
renormalizada por la constante dieléctrica del medio. En los sistemas C2D el movimiento de
los electrones esta con�nado en una dirección espacial por barreras electrostáticas, mientras
que son libres de moverse en las dos direcciones restantes. En una heteroestructura semicon-
ductora esta barrera puede ser provista por la discontinuidad de la brecha semiconductora si
el sólido presenta una discontinuidad composicional en un plano (e.g. la interfaz entre dos
semiconductores A y B)[75]. A diferencia de lo que ocurriría en un gas estrictamente bidi-
mensional, en el caso C2D los electrones se desparraman en la dirección de con�namiento,
dando como resultado una debilitación de las correlaciones con respecto del caso 2D estricto,
siendo sin embargo mayores que en el caso 3D homogéneo. La realización experimental de gas
C2D en muestras de altísima movilidad y gran control de los parámetros del sistema hacen
posible la observación de una gran variedad de efectos cuánticos. Es de gran interés por lo
tanto una descripción teórica precisa de estos sistemas, que en términos de las correlaciones
se encuentran a medio camino entre el límite 2D estricto y el 3D.

Por otro lado, su abordaje teórico es también muy accesible, ya que su geometría C2D
simpli�ca en gran manera el cálculo de sus propiedades. Comenzaremos introduciendo no-
tación y propiedades básicas del gas de electrones C2D en la sección 4.2. Siguiendo el objetivo
de aplicar los resultados obtenidos anteriormente para las nuevas funcionales implícitas de la
energía, obtendremos en la sección 4.3 expresiones explícitas de las funcionales en la geometría
C2D. Finalizamos el capítulo con dos secciones dedicadas al método del potencial efectivo op-
timizado (optimized e�ective potential, OEP) para el caso C2D: en la sección 4.4 presentamos
la formulación OEP general para sistemas C2D y en la sección 4.5 analizamos la equivalencia
del formalismo OEP entre sistemas abiertos y cerrados.

33
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4.2 Propiedades generales de sistemas cuasibidimensionales

Supongamos un gas de electrones inmerso en un potencial externo separable en las coordenadas
ρ = (x, y) y z:

Vext(r) = Vext(ρ) + Vext(z).

Cuando hagamos referencia a la coordenada ρ le llamaremos coordenada paralela (i.e. par-
alela al plano x − y) y cuando nos re�ramos a la coordenada z le llamaremos coordenada
perpendicular (i.e. perpendicular al plano x − y). Un gas cuasi bidimensional se formará
cuando la energía máxima µ de los electrones (a temperatura T=0) sea tal que en una ex-
tensión �nita |z| . w/2 en la coordenada perpendicular se cumpla µ > Vext(r) y fuera de
esa región (|z| & w/2) µ < Vext(r). Esta con�guración dará lugar a estados electrónicos
extendidos en la dirección ρ y con�nados en la dirección z. En esta tesis estudiaremos el
caso en que Vext(ρ) = 0, i.e. sistemas con invariancia traslacional en la dirección paralela.
Supondremos que la densidad electrónica del estado fundamental conserva esta simetría, con
lo cual el potencial de KS será también separable con VKS(ρ) = 0. Con estas suposiciones es
posible la separación del Hamiltoniano de KS en una parte que depende de la coordenada de
con�namiento z y otra parte que depende únicamente de la coordenada paralela ρ:

ĤKS = −1
2
∇2

ρ −
1
2
∂2

∂z2
+ VKS,σ(z) = Ĥ(ρ) + Ĥ(z), (4.1)

donde hemos hecho la identi�cación

Ĥ(ρ) = −1
2
∇2

ρ,

Ĥ(z) = −1
2
∂2

∂z2
+ VKS,σ(z).

Notar que en Ec.(4.1) estamos restringiendo el espacio de soluciones a aquellas que conservan
la simetria translacional en el plano . La separación del hamiltoniano en Ec.(4.1), nos sugiere
escribir los orbitales de una partícula de KS como el producto de una parte dependiente de
la coordenada ρ y una parte que sea función sólo de z:

Φikσ(r) = ξiσ(z)φk(ρ). (4.2)

Aplicando ĤKS a este estado, obtenemos dos ecuaciones desacopladas, una para cada coor-
denada: {

Ĥ(ρ)φk(ρ) = εkφk(ρ),
Ĥ(z)ξiσ(z) = εiσξiσ(z),

(4.3)

de manera que la autoenergía correspondiente al orbital de KS Φikσ(r) es εikσ = εk + εiσ. La
solución de la ecuación para ρ en Ec.(4.3) es la correspondiente a electrones libres de momento
k en una caja bidimensional de área A:{

φk(ρ) = eik·ρ/
√
A

εk = k2/2
(4.4)

La solución de la ecuación en la coordenada de con�namiento z en Ec.(4.3) viene dada por la
siguiente ecuacion de KS unidimensional:[

−1
2
∂2

∂z2
+ VKS,σ(z)

]
ξiσ(z) = εiσξiσ(z). (4.5)
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Aquí vemos que el problema de KS para un sistema C2D se reduce a la resolución del prob-
lema unidimensional efectivo de Ec.(4.5). Dado que el hamiltoniano Ĥ(z) es invariante ante
reversibilidad temporal, y como los autoestados en Ec.(4.5) son no degenerados (salvo even-
tualmente la degeneración de espín), las autofunciones ξiσ(z) serán reales [76]. Esto representa
una gran simpli�cación respecto a sistemas tridimensionales y abre el camino para el testeo,
en sistemas continuos, de funcionales orbitales complejas para la contribución de correlación.

La solución de la Ec.(4.5) dará en general un espectro discreto de niveles de energía εiσ.
Si µ es el potencial químico, o nivel de Fermi a temperatura cero, los electrones ocuparán
orbitales de KS tales que su energía sea menor que µ:

εiσ +
k2

2
≤ µ. (4.6)

Esto determina una estructura de subbandas, tal que a cada nivel de subbanda εiσ está asociado
un disco de Fermi con estados de impulso k paralelo cuya ocupación, a temperatura cero, esta

dada por la función de Fermi f
kiσ

F
k , de�nida por:

f
kiσ

F
k = θ(kiσF − |k|), (4.7)

kiσF =
√

2(µ− εiσ)θ(µ− εiσ). (4.8)

kiσF es el módulo máximo del impulso paralelo que puede tener un electrón en la subbanda
εiσ, y se obtiene de despejar Ec.(4.6) para k cuando se cumple la igualdad. Si insertamos
los estados de KS de Ec.(4.2) para el caso C2D en la Ec.(2.43) para la densidad electrónica,
obtenemos la siguiente expresión para la densidad tridimensional a temperatura cero:

nσ(z) =
1
4π

εiσ<µ∑
i

(kiσF )2|ξiσ(z)|2, (4.9)

donde la suma sobre niveles de KS fue hecha de la siguiente manera:

∑
α

θ(µ− εα) →
εiσ<µ∑
i

∑
k

f
kiσ

F
k → A

(2π)2

εiσ<µ∑
i

∫
dkfk

iσ
F

k . (4.10)

En la Fig.(4.1-a), mostramos un esquema de la relación de dispersión de Ec.(4.6) para los
estados electrónicos ocupados en el sistema C2D. Podemos ver que esta corresponde a una
serie de paraboloides, uno para cada subbanda ocupada εiσ. También observamos que los mo-
mentos de Fermi kiσF son iguales al radio del círculo de Fermi de�nido por la intersección entre
el plano E = µ y el paraboloide correspondiente a la subbanda iσ. El plano kx y ky repre-
senta las componentes del impulso paralelo de los electrones. En la Fig.(4.1-b) representamos
esquemáticamente el potencial de KS en la dirección z con tres niveles de subbanda ε1,2,3 y
las respectivas funciones de onda ξi(z), que decaen exponencialente al atravesar la barrera
de potencial. El nivel de Fermi µ está representado por la línea a trazos, y en este ejemplo
vemos que las primeras dos subbandas están ocupadas mientras que la tercera subbanda está
desocupada. Para energías mayores que cero denotamos con líneas horizontales una serie de
estados extendidos. En nuestra descripción teórica discretizaremos este espectro continuo de
estados mediante la introducción de barreras in�nitas alejadas del pozo. En la Fig.(4.1-c)
mostramos un esquema de la densidad de estados del gas C2D. Podemos ver que a medida
que se ocupa una subbanda iσ (εiσ < µ < εi+1σ) la densidad de estados es constante y vale
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Fig. 4.1: Sistema C2D con dos subbandas ocupadas: a) esquema de la relación de dispersión
para los electrones en el sistema C2D, b) sistema de KS para la dirección z y c) densidad de
estados del sistema C2D.

Dσ(µ) = (A/2π)
∑

i θ(µ − εiσ), mientras que da un salto de 2π/A cada vez que µ atraviesa
una nueva subbanda. El área sombreada en esta �gura representa el número de electrones:

Nσ =
A

2π

εiσ<µ∑
i

(µ− εiσ) =
A

4π

∑
i

(kiσF )2. (4.11)

Debido a la simetría traslacional en el plano x − y, resulta conveniente de�nir las derivadas
funcionales de la siguiente manera:

δO[f ]
δf(z)

=
dO[f + εδz]

dε
, (4.12)

con δz una función de�nida por δz(x) = δ(x−z). Es decir, a diferencia de la de�nición para el
caso tridimensional en Ec.(2.30), donde la variación δy(r) = δ(y− r) de la función f se hacía
sobre un punto r del espacio, en el caso C2D de�nimos a la derivada funcional en términos
de una variación de la función f en el plano x = z: δz(x) = δ(x − z). Para ver la relación
entre esta de�nición y la que dimos en Ec.(2.30) para el caso tridimensional, observemos lo
siguiente:

δO[f ] =
∫
d3r

[
δO[f ]
δf(r)

]
δf(z), (4.13)

=
∫
dz

[
A
δO[f ]
δf(r)

]
δf(z), (4.14)

δO[f ]
δf(z)

= A
δO[f ]
δf(r)

. (4.15)
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En Ec.(4.13) calculamos la variación de la funcional O[f ] para una cierta variación δf(z) de
la función f . En el siguiente paso, Ec.(4.14), tomamos en cuenta la invariancia traslacional
en x − y y observamos que δO[f ]/δf(r) no debe depender de la coordenada paralela ρ. Lo
que queda entre corchetes en Ec.(4.14) es precisamente la derivada funcional C2D de�nida en
Ec.(4.12), de modo que la relación entre las dos de�niciones es Ec.(4.15).

En la Ec.(2.46) dimos la expresión general para el cálculo de la energía total de un sistema
de electrones interactuantes, usando como referencia el sistema de KS:

E = Ts[n] +
∫
d3rVext(r)n(r) + EH [n] + Exc[n], (4.16)

El término de energía cinética Ts[n] se evalúa fácilmente para un sistema C2D. Siguiendo
la prescripción dada en Ec.(4.10) para hacer sumas sobre estados de KS en el sistema C2D,
obtenemos:

Ts,σ[n] =
1
2
A

(2π)

εiσ<µ∑
i

∫ kiσ
F

0
dk k

(
k2 −

∫
dzξi(z)ξ′′i (z)

)

=
A

4π

∑
iσ<F

(
kiσF
)2

2

[(
kiσF
)2

2
−
∫
dzξi(z)ξ′′i (z)

]
. (4.17)

De la ecuación de KS Ec.(4.5) encontramos
∫
dzξi(z)ξ′′i (z) = 2(V KS,iσ − εiσ), con V KS,iσ =∫

dzξi(z)2VKS,σ(z). Utilizando este resultado podemos escribir Ts,σ[n] como:

Ts,σ[n] =
A

4π

∑
iσ<F

(µ+ εiσ)(µ− εiσ)−A

∫
nσ(z)VKS,σ(z).

La interacción con el potencial externo, teniendo en cuenta la invariancia traslacional, vale:

A

∫
dzVext(z)n(z). (4.18)

Como el sistema C2D es in�nito, es necesario neutralizarlo con una distribución de carga
positiva nj(r) tal que ∫

∆n(r) d3r = 0, (4.19)

∆n(r) = n(r)− nj(r). (4.20)

La distribución nj(r) se elije según el sistema que se desee modelar. Para una super�cie
metálica, por ejemplo, una distribución uniforme (nj constante) en una región �nita en la
dirección z puede representar la carga positiva de los iones en la aproximación del jellium.
La contribución a la energía total de esta distribución de carga positiva la introduciremos en
el término de Hartree, de modo que en lugar de considerar la carga electrónica n(r) en la
expresión para EH de Ec.(2.12), tendremos en cuenta la carga total ∆n(r):

EH =
1
2

∫
d3r d3r′

∆n(r)∆n(r′)
|r− r′|

. (4.21)

El potencial de Hartree, teniendo en cuenta que δn(r) = δ∆n(r), vale:

VH(r) =
∫
d3r′

∆n(r′)
|r− r′|

. (4.22)



38 Sección 4.3. Funcionales implícitas de intercambio y correlación en el sistema C2D

Pasando a las coordenadas z y ρ apropiadas para el sistema C2D, podemos escribir este último
término como:

VH(z) = lim
a→∞

2π
∫ ∞

−∞
dz′∆n(z′)

∫ a

0
dρ

ρ√
ρ2 − (z′ − z)2

, (4.23)

VH(z) = lim
a→∞

2π
∫ ∞

−∞
dz′∆n(z′)

[
−|z′ − z|+ a

]
, (4.24)

VH(z) = −2π
∫ ∞

−∞
dz′∆n(z′)|z′ − z|. (4.25)

Para pasar de Ec.(4.23) a Ec.(4.24) tuvimos en cuenta el decaimiento exponencial de ∆n(z)
para un sistema con�nado en z, mientras que para ir de Ec.(4.24) a Ec.(4.25) utilizamos la
neutralidad del sistema Ec.(4.19). Utilizando el resultado de Ec.(4.25), la energía total de
Hartree para el sistema C2D vale entonces:

EH = −Aπ
∫
dz dz′∆n(z)∆n(z′)|z − z′|. (4.26)

Observar que el potencial VH(z) en Ec.(4.25) se obtiene a partir de Ec.(4.26) mediante la
prescripción de Ec.(4.15) para las derivadas funcionales en el sistema C2D, i.e.:

VH =
δEH
δn(r)

=
1
A

δEH
δn(z)

.

Para obtener la expresión de la energía de intercambio exacto en un sistema C2D, reem-
plazamos los orbitales de KS φiσ(r) de la Ec.(3.4) correspondiente al caso general 3D por los
estados de KS del sistema C2D [Ec.(4.2)]. Para hacer la suma sobre orbitales de KS hacemos
uso de la Ec.(4.10), obteniendo [58]:

Ex = − A

4π

∑
σ

oc.∑
i,j

kiσF k
jσ
F

∫ ∞

−∞
dzdz′ξiσ(z)ξjσ(z′)ξjσ(z)ξiσ(z′)

×
∫ ∞

0

dρ

ρ

J1(kiσF ρ)J1(k
jσ
F ρ)√

ρ2 + (z − z′)2
. (4.27)

La integral en el impulso paralelo k la efectuamos haciendo uso del resultado
∫
dk exp(ikρ)fkF

k =
2πkFJ1(kFρ)/ρ, donde J1(x) es la función de Bessel de orden 1. Habiendo integrado analíti-
camente en la variable k, queda la integral en la coordenada paralela ρ en Ec.(4.27) que debe
ser evaluada numéricamente. En la sección siguiente obtendremos funcionales orbitales para
las contribuciónes de intercambio y correlación siguiendo un orden de integración que corre-
sponde a efectuar en primer lugar la integral en la coordenada paralela y dejar para el cálculo
numérico la integral en el impulso paralelo k. Este último procedimiento es más conveniente
para el cálculo de la contribución de correlación a segundo orden.

4.3 Funcionales implícitas de intercambio y correlación en el

sistema C2D

En el capítulo anterior obtuvimos expresiones generales (3D) para las funcionales de inter-
cambio y correlación en términos de los orbitales de KS. Comenzamos reproduciendo aquí
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los términos de intercambio, correlación con excitaciones de un electrón y correlación con
excitaciones de dos electrónes, Ecs.(3.5), (3.24) y (3.25) respectivamente:

Ex = −1
2

∑
σ

∑
ij<F

〈iσjσ|jσiσ〉 , (4.28)

Ec,1 =
∑

iσ<F<jσ

1
εiσ − εjσ

∣∣∣∣∣〈iσ|V σ
x |jσ〉+

∑
lσ<F

〈iσlσ|lσjσ〉

∣∣∣∣∣
2

, (4.29)

Ec,2 =
1
2

∑
iσjσ′<F<lσmσ′

〈iσ, jσ′|lσ,mσ′〉 (〈mσ′, lσ|jσ′, iσ〉 − δσσ′ 〈mσ, lσ|iσ, jσ〉)
εiσ + εjσ′ − εlσ − εmσ′

. (4.30)

Notar que en Ec.(4.28) hemos reescrito la contribución de intercambio reemplazando la integral
espacial en Ec.(3.5) por el elemento de matriz 〈iσjσ|jσiσ〉 de�nido por:

〈
iσ, jσ′|lσ,mσ′

〉
=
∫
d3rd3r′

φ∗iσ(r)φ
∗
jσ′(r

′)φlσ(r)φmσ′(r′)

|r− r′|
. (4.31)

Para obtener expresiones apropiadas de Ex, Ec,1 y Ec,2 para el caso C2D, debemos, por un
lado, reemplazar las sumas sobre el índice de orbital i, j, l, m en las ecuaciones anteriores por
las sumas sobre subbandas e impulso paralelo apropiadas al problema C2D, y por otro lado,
evaluar los elementos de matriz de Ec.(4.31) en los orbitales de KS C2D de Ec.(4.2).

Las sumas sobre orbitales de KS en el sistema C2D tendrán la siguiente forma cuando se
sume sobre niveles de KS con energías εα = εiσ + k2/2 por debajo del nivel de Fermi:

∑
α<F

→
∑
i<F

∑
k

f
kiσ

F
k . (4.32)

El índice i en Ec.(4.32) denota la subbanda correspondiente en el sistema C2D, e i < F

denota εiσ < µ. La región sombreada en la �gura de la izquierda representa el disco de Fermi

f
kiσ

F
k sobre el cual se efectúa la suma sobre el impulso paralelo k. En cambio, cuando se sume
sobre orbitales de KS con energía εα = εiσ + k2/2 mayor al nivel de Fermi, tendremos la
siguiente correspondencia:

∑
α>F

→
∑
i

∑
k

g
kiσ

F
k , (4.33)

g
kiσ

F
k = 1− f

kiσ
F

k . (4.34)

Aquí, la suma sobre el impulso paralelo es sobre vectores k afuera del disco de Fermi f
kiσ

F
k .

Esta región de integración, que denominaremos �anticírculo� g
kiσ

F
k = 1− f

kiσ
F

k [Ec.(4.34)], está
representada por la parte sombreada de la �gura a la izquierda. Notar por otro lado que en
Ec.(4.33) se suma sobre todas las subbandas i, no solamente aquellas que satisfacen εiσ > µ.
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Reemplazando por los orbitales correspondientes para el caso C2D en los elementos de
matriz de Ec.(4.31). obtenemos:

〈ik1 jk2|lk3mk4〉σσ′ =
1
A2

∫
dz dz′ξiσ(z)ξjσ′(z′)ξlσ(z)ξmσ′(z′)

×
∫
dρdρ′

e−ik1ρe−ik2ρ′eik3ρeik4ρ′√
(ρ− ρ′)2 + (z − z′)2

(4.35)

Para evaluar la integral en la coordenada paralela, recurrimos a la transformada de Fourier
Fq(|z|) de la interacción coulombiana:

1
r

=
1√

ρ2 + z2
=
∑
q

eiqρFq(|z|). (4.36)

Los coe�cientes de Fourier Fq(|z|) se obtienen haciendo la antitransformada:

Fq(|z|) =
1
A

∫
dρ

e−iqρ√
ρ2 + z2

. (4.37)

Reemplazando la interacción coulombiana en Ec.(4.35) por Ec.(4.36), y utilizando
∫
dx exp(ixq) =

δq,0, obtenemos:

〈ik1 jk2|lk3mk4〉σσ′ = δk1+k2,k3+k4

∫
dz dz′ξiσ(z)ξjσ′(z′)ξlσ(z)ξmσ′(z′)

× F|k1−k3|(|z − z′|) (4.38)

El factor δk1+k2,k3+k4 en Ec.(4.38), en vista del hamiltoniano de interacción escrito en términos
de los elementos de matriz 〈iσ, jσ′|lσ,mσ′〉 en Ec.(3.19), vemos que representa la conservación
del impulso en los procesos de interacción coulombiana.

La integral en Ec.(4.37) para los coe�cientes de Fourier puede resolverse, y el resultado es:

Fq(|z|) =
2π
A

e−q|z|

q
. (4.39)

Reemplazando este resultado en Ec.(4.38) obtenemos, luego de hacer un simple cambio de
variables: 〈

ik + q jk′ − q′|lkmk′
〉
σσ′

= δq,q′
2π
A

Viσ jσ′,lσ mσ′(q)
q

, (4.40)

donde hemos de�nido los factores de forma Viσ jσ′,lσ mσ′(q) por:

Viσ jσ′,lσ mσ′(q) =
∫
dz dz′ξiσ(z)ξjσ′(z′)ξlσ(z)ξmσ′(z′)e−q|z−z

′|. (4.41)

En el límite 2D estricto, que se obtiene de reemplazar el orbital fundamental de KS por
φ1σ(z) →

√
δ(z) [12], los elementos de matriz de la interacción coulombiana valen 〈k + qk′ − q|kk′〉σσ′=

(2π/A)(1/q). De la similitud de este resultado con Ec.(4.40), vemos que el factor de forma
Viσ jσ′,lσ mσ′(q) en Ec.(4.40) da cuenta de la extensión en z de las funciones de onda y depende
de la forma del potencial externo en la dirección perpendicular.

Vamos a aplicar ahora los resultados de Ec.(4.32) para la suma sobre niveles de KS y
de Ec.(4.40) para los elementos de matriz al cálculo de la contribución de intercambio en
Ec.(4.28):

Ex = −1
2

∑
σ

∑
ij<F

∑
kq

f
kiσ

F
k f

kjσ
F

k+q 〈ik jk + q|jk + q ik〉σ ,
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Ex = −1
2

2π
A

∑
σ

∑
ij<F

∑
q

Viσ jσ,jσ iσ(q)
q

(∑
k

f
kiσ

F
k f

kjσ
F

k+q

)
.

Pasando al continuo las sumas sobre impulso según la prescripción en Ec.(4.10), obtenemos:

Ex = −1
2

A

(2π)2
∑
σ

∑
ij<F

∫
dqViσ jσ,jσ iσ(q)J

kiσ
F kjσ

F
0 0 (0, q, 0), (4.42)

donde la función J
kiσ

F kjσ
F

0 0 (0, q, 0) que de�niremos más adelante, representa en este caso el área

de intersección de dos círculos de radio kiσF y kjσF cuyos centros están separados una distancia
q:

J
kiσ

F kjσ
F

0 0 (0, q, 0) =
∫
dkfk

iσ
F

k f
kjσ

F
k−q. (4.43)

Para esta integral puede obtenerse un expresión analítica, ver apéndice B para el caso i = j

y Ref.[77] para el caso más general i 6= j. La diferencia entre la expresión que obtuvimos en
Ec.(4.27) para Ex y la que obtuvimos en Ec.(4.42), es que, en la primera integramos primero
analíticamente en el impulso paralelo, dejando la integral numérica para la coordenada paralela
ρ, mientras que Ec.(4.42) se obtuvo integrando analíticamente en la coordenada paralela,
dejando la integral numérica para el impulso q.

Aplicando ahora los resultados de Ecs.(4.32) y (4.33) para la suma sobre niveles de KS
y de Ec.(4.40) para los elementos de matriz al cálculo de las contribuciones de correlación
de Ecs.(4.29) y (4.30), llegamos a expresiones explícitas en términos de los orbitales de sub-
banda ξiσ(z) para las mismas, aunque el cálculo es bastante más largo y complicado (aunque
siguiendo pasos similares) que el que se hizo para obtener el resultado de Ec.(4.42) correspon-
diente a la contribución de intercambio. Sin dar los detalles del cálculo, damos directamente
el resultado, eliminando el índice de espín ya que consideramos una situación paramagnética:

Ec,1 = −2
∑

i<F,j>i

∑
k

f
ki

F
k g

kj
F

k

εj,i

∣∣∣∣∣V x ij +
2π
A

∑
l<F

∑
q

f
kl

F
k−q

Vil,lj(q)
q

∣∣∣∣∣
2

, (4.44)

Ec,2 = − A

(2π)3
∑
i,j<F

∞∑
l,m=1

∫∞∫
0

dp dqVij,ml(q)
[
2p
q
Vlm,ji(q)− Vlm,ij(p)

]

× F
km

F kj
F

kl
F ki

F

(εlm,ij , p, q). (4.45)

En las ecuaciones de arriba, hemos usado las siguientes de�niciones: εji = εj − εi y εij,lm =
εi + εj − εl − εm. Por otro lado tenemos:

V x ij =
∫ ∞

−∞
dzξi(z)Vx(z)ξj(z), (4.46)

F a bc d (ε, p, q) =
∫ 2π

0
dθ

Ja bc d (θ, p, q)
ε+ pq cos(θ)

. (4.47)

Ja bc d (θ, p, q) en Ec.(4.47) denota el área de intersección en el espacio bidimensional del impulso
paralelo entre dos, tres o cuatro discos o antidiscos. Por ejemplo, Ja bc d (θ, p, q) representa el
área de intersección entre dos antidiscos de radios a y c, y dos discos de radios b y d (ver
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Fig. 4.2: Representación grá�ca de Ja bc d (θ, p, q), correspondiente al área de intersección (som-
breado) en el espacio kx − ky entre dos discos (b y d) y dos antidiscos (a y c).

Fig.(4.2)). Notar que los índices subrayados representan anticírculos, mientras que los índices
sin subrayado representan círculos. El orden de los índices también indica la posición del
centro de cada círculo o anticírculo (en el espacio kx − ky): el centro del disco/antidisco de
radio a está situado en k1 = 0, el disco/antidisco de radio b está en k2 = p, el de radio c está
centrado en k3 = p + q, y el de radio d está centrado en k4 = q. θ corresponde al ángulo
entre p y q. Matemáticamente, esta intersección se escribe como:

J
a b
c d (θ, p, q) =

∫
dk gak f

b
k−p g

c
k−(p+q) f

d
k−q. (4.48)

Para el análisis que haremos en el capítulo 6 de la energía de correlación, será conveniente
separar la suma sobre subbandas en Ec.(4.45) para Ec,2 en tres contribuciones: Eintrac , con
l,m < F ; Eintra−interc , correspondiente a la elección l < F , m > F (y vice versa); y Einterc ,
donde l,m > F , tal que Ec,2 = Eintrac + Eintra−interc + Einterc . En la �gura (4.3) mostramos
esquemáticamente el par de excitaciones electrón-hueco relacionado a cada contribución.

La di�cultad numérica para el cálculo de Ecs.(4.44) y (4.45) tiene dos orígenes. Por un lado,
si bien el cálculo de las integrales bidimensionales correspondientes a intersecciones de círculos
(y anticírculos) Ja bc d (θ, p, q) como la de Ec.(4.48), se hace sencillamente con, por ejemplo, una
integración de Monte Carlo (el integrando es muy fácil de evaluar, siendo 0 o 1), estas integrales
introducen límites de integración muy complejos en las variables p, q y θ (e.g. ver la extensa
expresión analítica para una intersección de cuatro círculos de radio unidad en Ref.[56]), dadas
las distintas con�guraciones en las posiciones posibles de los cuatro círculos que se intersectan.
Si bien esta no es una di�cultad estrictamente numérica, repercute en un código numérico
bastante engorroso a la hora de implementar el cálculo de Ecs.(4.44) y (4.45). Por otro lado, la
di�cultad numérica real está en el elevado orden de las integrales a calcular. En el peor caso de
Ec.(4.45) (en que ninguna integral de intersección de círculos pueda hacerse analíticamente), el
cálculo de la misma requiere una integración de orden 9 (una suma sobre niveles de subbanda
de KS desocupados equivale a una integral). Un cálculo preciso de una integral de este orden
puede llevar horas. Teniendo en cuenta que el cálculo del potencial correspondiente requiere
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Fig. 4.3: Representación esquemático de las transiciones de tipo par electrón-hueco que con-
tribuyen a la energía de correlación de segundo orden Ec,2, para el caso de una subbanda
ocupada. (a) intra, (b) intra-inter, (c) inter. Los circulos llenos representan electrones, mien-
tras que los círculos vacíos representan huecos y las �echas denotan transiciones inducidas por
la interacción coulombiana entre electrones.

un número de evaluaciones de Ec.(4.45) del orden del número de puntos de discretización de
la coordenada z, esto hace que el cálculo de un potencial corresponda a una integral de orden
10, que puede llevar un día de cálculo. Si a esto agregamos la necesidad de efectuar cálculos
autoconsistentes con varias evaluaciones del potencial el tiempo de cálculo se ve aún más
incrementado. No obstante este costo computacional, debemos notar que el método usual
de Monte Carlo difusivo para tratar las correlaciónes con un gran nivel de exactitud, puede
resultar aún más costoso computacionalmente.[2]

4.4 Método del potencial efectivo para sistemas C2D

Las funcionales de Ecs.(4.42), (4.44) y (4.45) para las contribuciones de intercambio y cor-
relación, podemos ver que dependen explícitamente de los orbitales de KS ξiσ(z) y de las
ocupaciones niσ, que de�nimos como:

niσ =
µ− εiσ

2π
. (4.49)

La dependencia explícita en las ocupaciones es a través de los impulsos de Fermi kiσF =
2
√
πniσθ(niσ) y de las diferencias de energía εij = 2π(nj−ni) y εlm.ij = 2π(ni+nj−nl−nm).

En esta sección desarrollaremos un formalismo OEP para funcionales implícitas C2D del tipo
F [{ξiσ}, {niσ}]. En términos de las ocupaciones, la densidad electrónica del sistema C2D se
escribe:

nσ(z) =
∑
i

niσξiσ(z)2θ(niσ). (4.50)
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De esta expresión para la densidad, vemos que la ocupación niσ puede interpretarse como la
densidad bidimensional correspondiente a la subbanda iσ: niσ = Niσ/A, en el caso en que iσ
es un estado ocupado. Cuando εiσ > µ la ocupación niσ es un número negativo y no puede
interpretarse como una densidad. Si comparamos esta expresión de la densidad con la corre-
spondiente a sistemas �nitos en Ec.(2.43) o si comparamos la expresión para el intercambio en
un sistema C2D in�nito de Ec.(4.42) con la expresión del intercambio para un sistema �nito
en Ec.(3.4), vemos que un cambio in�nitesimal en las ocupaciones, o equivalentemente, en los
orbitales εiσ de KS en un sistema continuo (in�nito) produce un cambio también in�nitesimal
en la densidad y en la energía de intercambio, mientras que el cambio in�nitesimal de εiσ en
sistemas �nitos no produce una variación in�nitesimal correspondiente en estas cantidades.
Esto se debe a que la extensión in�nita en el plano paralelo en un sistema C2D da lugar a
un continuo de niveles inexistente en un sistema �nito, provocando una dependencia continua
de las funcionales con respecto a las autoenergías de KS. En suma, el sistema C2D presenta
una combinación muy interesante entre un sistema discreto y uno continuo, ya que posee car-
acterísticas de ambos tipos de sistemas: la discretización en la dirección perpendicular dará
discontinuidades en las funcionales cada vez que se ocupa una nueva subbanda, tal como un
sistema �nito es discontinuo ante la ocupación de un nuevo orbital, pero a su vez el sistema es
continuo en la coordenada paralela k, de modo que cada subbanda puede tener una ocupación
arbitraria niσ, a diferencia de un sistema �nito a temperatura cero, en que las ocupaciones de
cada orbital son cero o uno.

Comencemos utilizando la regla de la cadena para derivadas funcionales para calcular el
potencial correspondiente a la funcional F :

VFσ(z) =
1
A

δF
δnσ(z)

=
1
A

∑
σ′

∫
dz1

δF
δVKSσ′(z1)

δVKSσ′(z1)
δnσ(z)

. (4.51)

De�nimos la función respuesta densidad como:

χσσ′(z, z′) =
δnσ(z)

δVKSσ′(z′)
, (4.52)

que, como veremos, es diagonal en espín. La función respuesta satisface:∫
dz1χσ(z, z1)χ−1

σ (z1, z′) = δ(z − z′), (4.53)

con χ−1
σ (z, z′)= δVKSσ(z)/δnσ(z′). Multiplicando a izquierda y derecha de Ec.(4.51) por la

función respuesta y utilizando la relación (4.53), obtenemos:∫
VFσ(z′)χσ(z′, z) =

1
A

δF
δVKSσ(z)

. (4.54)

Vamos a calcular la derivada funcional δF/δVKSσ(z) de una funcional orbital arbitraria
F [{ξiσ}, {niσ}]:

δF
δVKSσ(z)

=
∑
i

∫
dz′

δF
δξiσ(z′)

δξiσ(z′)
δVKSσ(z)

+
∑
i

∂F
∂niσ

δniσ
δVKSσ(z)

. (4.55)

Por teoría de perturbaciones a primer orden, podemos obtener el resultado exacto para la
derivada funcional δξiσ(z′)/δVKSσ(z) que aparece al lado derecho de Ec.(4.55):

δξiσ′(z′)
δVKSσ(z)

= δσσ′ξiσ(z)Giσ(z′, z), (4.56)



Capítulo 4. Sistemas cuasi bidimensionales 45

Giσ(z′, z) =
∑
j 6=i

ξjσ(z′)ξjσ(z)
εiσ − εjσ

. (4.57)

El cálculo de la derivada funcional δniσ/δVKSσ(z) en el segundo sumando de Ec.(4.55) puede
escribirse como:

δniσ′

δVKSσ(z)
=

1
2π

[
δµ

δVKSσ(z)
− δεiσ′

δVKSσ(z)

]
. (4.58)

Del mismo modo que hicimos en el caso �nito, la derivada funcional de los orbitales de KS
εiσ podemos también calcularla exactamente mediante teoría de perturbaciones:

δεiσ′

δVKSσ(z)
= δσσ′ξiσ(z)2. (4.59)

Nos queda ahora determinar la derivada funcional del potencial químico respecto del potencial
de KS en Ec.(4.58). Para ello debemos considerar dos casos. a) Supongamos que los electrones
en el pozo C2D provienen de un reservorio de electrones que �ja un potencial químico común
en el sistema y que el sistema C2D puede intercambiar electrones con este reservorio. En este
caso µ es un parámetro externo (así como lo es el potencial externo Vext(z)) y por lo tanto
tendremos

δµ

δVKSσ(z)
= 0. (4.60)

A este sistema, que puede cambiar electrones con un reservorio, lo denominaremos sistema

abierto (SA). b) Supongamos ahora que el sistema tiene un número de electrones �jo. En
este caso ante una variación arbitraria del potencial de KS δVKSσ(z) el potencial químico del
sistema µ debe ajustarse de manera tal de no cambiar el número de partículas por unidad
de área del sistema 0 = δn =

∑
iσ δniσ= (Nsubδµ −

∑
iσ δεiσ)/2π, donde Nsub es el número

de subbandas ocupadas en el pozo cuántico. En la sección 4.5 veremos que esta condición
implica:

δµ

δVKSσ(z)
=

1
Nsub

oc.∑
i

ξiσ(z)2. (4.61)

A un sistema con número de partículas constante le llamaremos sistema cerrado (SC). En esta
sección investigaremos la formulación OEP correspondiente a un SA. En la próxima sección
veremos que el desarrollo del OEP para un SC da una solución idéntica al OEP para el SA,
i.e. veremos que V (SC)

F (z) = V
(SA)
F (z).

Continuando entonces con el caso correspondiente a un SA, reemplazamos Ecs.(4.56) y
(4.58) en Ec.(4.55), teniendo en cuenta la prescripción de Ec.(4.60) para un sistema abierto,
para obtener:

δF
δVKSσ(z)

=
∑
i

∫
dz′

δF
δξiσ(z′)

Giσ(z′, z)ξiσ(z) +
1
2π

∑
i

∂F
∂niσ

ξiσ(z)2. (4.62)

Ec.(4.62) nos permite obtener la derivada funcional respecto del potencial de KS de una
funcional implícita arbitraria F . En particular, tomando F = nσ(z)=

∑
i niσξiσ(z)

2θ(niσ),
obtenemos la función respuesta χσ(z, z′)= δnσ(z)/δVKS(z′):

χσ(z, z′) = 2
∑
i

θ(niσ)niσξiσ(z)Giσ(z, z′)ξiσ(z′)−
1
2π

∑
i

θ(niσ)ξiσ(z)2ξiσ(z′)2, (4.63)

donde hemos usado los resultados δnσ(z)/δξiσ(z′) = 2θ(niσ)niσξiσ(z)δ(z−z′) y ∂nσ(z)/∂niσ=
ξiσ(z)2θ(niσ), que se obtienen haciendo las derivadas respectivas a la Ec.(4.50) para la densi-
dad del sistema C2D. Si ahora insertamos el resultado de Ec.(4.63) para χσ y el resultado de
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Ec.(4.62) para las derivadas funcionales respecto del potencial de KS en la ecuación integral
(4.54) para el potencial VFσ(z), obtenemos, luego de reordenar términos, la ecuación OEP
para sistemas abiertos C2D:∑

i

niσψF ,iσ(z)ξiσ(z) =
1
4π

∑
i

CF ,iσξiσ(z)2, (4.64)

en la que los corrimientos ψF ,iσ(z) y las constantes CF ,iσ están de�nidas por:

ψF ,iσ(z) =
∫
dz′∆VF ,iσ(z′)Giσ(z′, z)ξiσ(z′), (4.65)

CF ,iσ = V F ,iσθ(niσ)−
1
A

∂F
∂niσ

. (4.66)

En estas ultimas de�niciones usamos las cantidades ∆VF ,iσ(z) y V F ,iσ de�nidas por:

∆VF ,iσ(z) = VF ,σ(z)θ(niσ)− uF ,iσ(z), (4.67)

V F ,iσ =
∫
dzξiσ(z)2VF ,σ(z), (4.68)

con los potenciales orbitales uF ,iσ(z) dados por

uF ,iσ(z) =
1

2Aniσ
1

ξiσ(z)
δF

δξiσ(z)
. (4.69)

De la de�nición de los corrimientos en Ec.(4.65) y observando que en la de�nición de Giσ(z, z′)
en Ec.(4.57) la suma es sobre orbitales j 6= i, obtenemos la siguiente propiedad de ortogonal-
idad: ∫

ψF ,iσ(z)ξiσ(z)dz = 0. (4.70)

Integrando ambos miembros de Ec.(4.67) y utilizando la propiedad de ortogonalidad de
Ec.(4.70) obtenemos la importante propiedad:∑

i

CF ,iσ = 0. (4.71)

4.5 Método del potencial efectivo en las representaciones {VKS, µ}
y {VKS, N}

En esta sección de�niremos con precisión las ecuaciones del OEP en el marco de la DFT en
el esquema de Kohn-Sham. Observemos en primer lugar que la densidad electrónica (por el
teorema de HK) determina unívocamente al potencial del sistema NI de KS, como así tam-
bién al número total de electrones N y al nivel de Fermi µ. Por otro lado, sabemos que el
conocimiento del potencial de KS VKS y del número de electrones N , o del potencial de KS
y del potencial químico µ, determinan unívocamente la densidad n(z) y con ella todas las
propiedades del sistema. Tenemos por lo tanto al menos tres conjuntos de variables indepen-
dientes que determinan completamente al sistema: n(z), {VKS , N} y {VKS , µ}. El primer
conjunto es apropiado para el tratamiento de funcionales explícitas de la densidad; los con-
juntos restantes son más apropiados para el tratamiento de funcionales implícitas, para las
cuales podemos calcular explícitamente δF/δVKS(z). En las secciones anteriores, al hacer el
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cálculo de la derivada funcional δF/δVKS(z), hemos estado suponiendo como variable inde-
pendiente el potencial de KS (en lugar de la densidad electrónica) pero la notación no es del
todo precisa, ya que debemos indicar si mantenemos a N o a µ �jos al hacer la derivada. La
notación adecuada es entonces δF/δVKS(z)|N si trabajamos en la representación {VKS , N}
y δF/δVKS(z)|µ si trabajamos en la representación {VKS , µ}. En lo que resta de esta sección
obtendremos las ecuaciones OEP que determinan completamente al potencial correspondiente
a una dada funcional F , en las representaciones {VKS , N} y {VKS , µ} (subsección 4.5.1) y
mostraremos de manera explícita que las soluciónes obtenidas en ambos formalismos coin-
ciden (subsección 4.5.2). Desarrollaremos el formalismo para una situación paramagnética,
eliminando el índice de espín, para hacer más transparente la notación. La generalización
para el caso polarizado consiste en considerar las representaciones en los siguientes conjun-
tos de variables independientes {n↑(z), n↓(z)}, {VKS,↑, VKS,↓, µ} y {VKS,↑, VKS,↓, N}, con una
directa generalización de las ecuaciones OEP que obtendremos.

4.5.1 Ecuaciones OEP en las representaciones {VKS, µ} y {VKS, N}

Comencemos de�niendo la cantidad que queremos calcular, esto es, VF (z):

δF = A

∫
dzVF (z)δn(z), (4.72)

para todo δn(z). Esta ecuación integral determina completamente VF (z). Ec.(4.72) es equiv-
alente a la de�nición usual

1
A

δF
δn(z)

= VF (z) (4.73)

que aplicaríamos para obtener el potencial VF (z) si conociéramos la funcional F explícita-
mente en términos de la densidad n(z). Por lo tanto el potencial VF (z) es una cantidad bien
de�nida y no depende de la representación elegida para calcularlo.

Si tomamos la representación {VKS , µ}, la densidad pasa ahora a ser una variable depen-
diente, por lo que podemos escribir la variación de la densidad que aparece en el lado derecho
de Ec.(4.72) como:

δn(z) =
∫

δn(z)
δVKS(z′)

∣∣∣∣
µ

δVKS(z′) dz′ +
∂n(z)
∂µ

∣∣∣∣
VKS

δµ. (4.74)

Reemplazando Ec.(4.74) en Ec.(4.72) obtenemos la siguiente expresión para la variación δF :

δF = A

∫
dz′δVKS(z′)

[∫
dz VF (z)

δn(z)
δVKS(z′)

∣∣∣∣
µ

]
+Aδµ

∫
dzVF (z)

∂n(z)
∂µ

∣∣∣∣
VKS

, (4.75)

a partir de la cual encontramos las siguientes dos ecuaciones que determinan el formalismo
OEP para el cálculo de VF (z) en la representación {VKS , µ}:

1
A

δF
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

=
∫
dz′ VF (z′)

δn(z′)
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

, (4.76)

1
A

∂F
∂µ

∣∣∣∣
VKS

=
∫
dzVF (z)

∂n(z)
∂µ

∣∣∣∣
VKS

. (4.77)
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Análogamente, si consideramos la representación {VKS , N}, obtenemos las siguientes ecua-
ciones que determinan el OEP para el cálculo de VF (z) en esta representación:

1
A

δF
δVKS(z)

∣∣∣∣
N

=
∫
dz′ VF (z′)

δn(z′)
δVKS(z)

∣∣∣∣
N

, (4.78)

1
A

∂F
∂N

∣∣∣∣
VKS

=
∫
dzVF (z)

∂n(z)
∂N

∣∣∣∣
VKS

. (4.79)

Comencemos analizando el OEP en la representación {VKS , µ} [Ecs.(4.76) y (4.77)]. Si ten-
emos en cuenta que las funcionales que estamos tratando se escriben de forma explícita en
términos de las ocupaciones ni = (µ − εi)/2π y las funciones de onda de subbanda ξi(z),
podemos expresar las derivadas que aparecen en Ec.(4.77) de la siguiente manera:

∂F
∂µ

∣∣∣∣
VKS

=
1
2π

∑
i

∂F
∂ni

, (4.80)

∂n(z)
∂µ

∣∣∣∣
VKS

=
∑
i

θ(µ− εi)
2π

ξi(z)2, (4.81)

donde hemos usado ∂ni/∂µ = 1/2π y n(z) =
∑

i<F niξi(z)
2. Reemplazando estas dos últimas

identidades en Ec.(4.77), obtenemos que esta condición puede escribirse como:

CF =
∑
i

CF ,i = 0, (4.82)

CF ,i =
1
A

∂F
∂ni

− θ(ni)V F ,i. (4.83)

Es interesante notar que si integramos en z ambos miembros de Ec.(4.76) obtenemos como
resultado la ecuación (4.77), por lo que el OEP de�nido por Ecs.(4.76) y (4.77) está sobrede-
terminado. Veamos como se obtiene este resulado: en primer lugar, la integral en z del lado
izquierdo de Ec.(4.76) puede interpretarse como la variación de la funcional F ante la adición
de una constante al potencial de KS dejando �jo µ, i.e. si δVKS(z) = c tenemos:

δF =
∫
dz

δF
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

δVKS(z) = c

∫
dz

δF
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

. (4.84)

A su vez, el cambio en la funcional F causado por la adición de una constante c al potencial
de KS, es equivalente al cambio de la funcional F causado al disminuir en c el nivel de Fermi
(i.e., δµ = −c) dejando �jo el potencial de KS:

δF = −c ∂F
∂µ

∣∣∣∣
VKS

. (4.85)

Igualando Ecs.(4.84) y (4.85) obtenemos la relación general:

∂F
∂µ

∣∣∣∣
VKS

= −
∫
dz

δF
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

. (4.86)

Por otro lado, para integrar en z el lado derecho de Ec.(4.76), aplicamos Ec.(4.86) con F =
n(z′) para obtener: ∫

dz
δn(z′)
δVKS(z)

∣∣∣∣
µ

= − ∂n(z)
∂µ

∣∣∣∣
VKS

, (4.87)
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Reemplazando los resultados de Ecs.(4.86) y (4.87) en la expresión que se obtiene integrando
en z la ecuación OEP (4.76), obtenemos directamente la Ec.(4.77), veri�cando de este modo
que la ecuación (4.76) por sí sola determina completamente el potencial VF (z) en la repre-
sentación {VKS , µ}.

Analicemos ahora la formulación OEP en la representación {VKS , N} dada por Ecs.(4.78)
y (4.79). A diferencia del OEP en la representación {VKS , µ}, en este caso el OEP no está
sobredeterminado y son necesarias ambas ecuaciones (4.78) y (4.79) para determinar correc-
tamente el potencial VF (z). Comencemos con la Ec.(4.79), en la cual observamos que las
derivadas respecto a N pueden expresarse utilizando la regla de la cadena como:

∂F
∂N

∣∣∣∣
VKS

=
∂F
∂µ

∣∣∣∣
VKS

dµ(N)
dN

∣∣∣∣
VKS

.

Haciendo lo mismo para la derivada de la densidad en el lado derecho de Ec.(4.79), reem-
plazando y eliminando dµ/dN |VKS

en ambos miembros obtenemos que Ec.(4.79) es equiva-
lente a Ec.(4.77) y por lo tanto, para las funcionales implícitas dependientes de las ocupaciones
ni y los orbitales ξi(z), en la representación {VKS , N}, debe satisfacerse la Ec.(4.82). A difer-
encia de lo que sucedía en la representación {VKS , µ}, la condición dada por Ec. (4.79) no se
obtiene de la ecuación OEP (4.78), ya que si integramos esta última en la variable z vemos
que se reduce a una identidad trivial. Para darnos cuenta de esto, observemos primero que,
dada la simetría de la función respuesta (ver Ecs.(4.63) y (4.94) más adelante), tendremos:∫

dz
δn(z′)
δVKS(z)

∣∣∣∣
N

=
δ

δVKS(z′)

[∫
dz n(z)

]∣∣∣∣
N

=
1
A

δN

δVKS(z′)

∣∣∣∣
N

= 0, (4.88)

y en consecuencia la integral en z del lado derecho de Ec.(4.78) da cero. Si integramos ahora en
z el lado izquierdo de la misma ecuación, notamos que el cálculo es equivalente a la variación
de la funcional F ante la adición de una constante al potencial VKS , a número de partículas
constante. Esto es trivialmente cero, ya que la adición de una constante al potencial en un
sistema cerrado (N �jo) no puede modi�car la estructura electrónica ni las ocupaciones del
sistema. Otra característica notable de Ec.(4.78) es que esta es invariante ante la adición de
una constante al potencial VF (z), i.e., si la ecuación se satisface para un cierto VF (z), también
se cumplirá para ṼF (z) = VF (z) + c, ya que por lo visto en Ec.(4.88):

c

∫
dz

δn(z′)
δVKS(z)

∣∣∣∣
N

= 0.

Esto último no signi�ca que en la representación {VKS , N} el potencial VF (z) venga dado a
menos de una constante, ya que VF en esta representación también debe satisfacer Ec.(4.79)
(o equivalentemente Ec.(4.82)), siendo esta ecuación la que �je la constante indeterminada en
Ec.(4.78).

4.5.2 Equivalencia del OEP para sistemas abiertos y cerrados

En esta subsección mostraremos de manera explícita que las soluciones obtenidas para el
potencial VF (z) utilizando las Ecs.(4.76) y (4.78) [más la condición Ec.(4.82)] son idénticas.

Como dijimos anteriormente, el potencial de KS no determina por completo a la densidad,
sino que debemos además especi�car el número de electrones o el potencial químico: cuando
evaluemos derivadas funcionales respecto al potencial de KS debemos poner de manera ex-
plícita si es a N o a µ constante. En este sentido, dependiendo de si se trabaja en un sistema
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abierto en el cual se permite que varíe el número de partículas, o en uno cerrado donde N
está �jo, aparecen dos esquemas OEP posibles, derivados, respectivamente, de Ecs.(4.76) y
(4.78): ∑

σ′

∫
dz′V

(SA)
F ,σ′ (z′)

δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

=
1
A

δF
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

, (4.89)

∑
σ′

∫
dz′V

(SC)
F ,σ′ (z′)

δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

=
1
A

δF
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

, (4.90)

donde hemos puesto los supraíndices (SA) y (SC) en los potenciales VF correspondientes para
distinguirlos a lo largo del cálculo, ya que nuestra intención es mostrar que son idénticos. En
esta sección reponemos el índice de espín en el cálculo. En la sección anterior obtuvimos los
resultados de Ecs.(4.62) y (4.63) para las cantidades δF/δVKS,σ(z)|µ y δnσ(z)/δVKS,σ′(z′)|µ
respectivamente, que aparecen en la ecuación OEP (4.89) para el potencial V (SA)

F ,σ (z) cor-
respondiente al sistema abierto. Para calcular las cantidades correspondientes de sistema
cerrado, debemos tener en cuenta que una variación arbitraria en el potencial de KS δVKS(z)
debe ir acompañada de una variación en el potencial químico δµ de modo de mantener �jo el
número de electrones. En lugar del vínculo de Ec.(4.60) tenemos el vínculo :

δN

δVKS,σ(z)
= 0 = Nsub

δµ

δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

−
∑
i

θ(niσ)ξiσ(z)2, (4.91)

δµ

δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

=
1

Nsub

∑
i

θ(niσ)ξiσ(z)2. (4.92)

En Ec.(4.91) hemos usado el resultado δεiσ/δVKS,σ′(z) = δσσ′ξiσ(z)2, y hemos de�nido Nsub =∑
iσ θ(niσ). Ec.(4.92) se deriva directamente de Ec.(4.91). Teniendo en cuenta este resultado,

insertamos Ec.(4.92) en Ec.(4.58) y lo que resulta de este reemplazo en Ec.(4.55) para obtener,
luego de reordenar términos:

δF
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

=
δF

δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

+
1

2πNsub

∑
iσ′

∂F
∂niσ′

∑
j

θ(njσ)ξjσ(z)2. (4.93)

Reemplazando en esta última ecuación la funcional arbitraria F por F = nσ′(z′), obtenemos
la función respuesta en la representación {VKS , N}:

χσ′,σ(z′, z) =
δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
N

=
δnσ(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

δσσ′ +
1

2πNsub

oc.∑
ij

ξiσ′(z′)2ξjσ(z)2, (4.94)

donde usamos ∂nσ′(z′)/∂niσ = δσσ′θ(niσ)ξiσ(z′)2. Vemos entonces que para un sistema cer-
rado, la función respuesta χσσ′(z, z′) no es diagonal en espín como lo era en el caso abierto.
Esto es obvio ya que si modi�camos el potencial de KS correpondiente a una proyección de
espín, se producirá un cambio en el número de electrones correspondiente a la proyección de
espín opuesta, para mantener constante el número de electrones. Por ejemplo, supongamos
que hacemos una variación del potencial de KS de�nida por δVKS,↑(z) = 0, δVKS,↓(z) = 2πc,
es decir, para electrones con espín ↑ no modi�camos el potencial de KS, mientras que para
electrones con espín ↓ movemos el potencial de KS en una constante. El cambio en el
número de electrones por unidad de área de cada proyección de espín será, según Ec.(4.94):
δn↓ = −cN↑

subN
↓
sub/Nsub = −δn↑. Es decir, debe haber una transferencia de electrones entre

subbandas con proyección de espín ↑ y ↓ para mantener �jo el número de electrones.
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Para obtener la relación entre V
(SA)
F ,σ′ (z) y V

(SC)
F ,σ′ (z), reemplazamos los resultados de

Ecs.(4.93) y (4.94) en Ec.(4.90) correspondiente al OEP para SC, para obtener, luego de
reordenar términos:

1
2πNsub

∑
jσ′

C
(SC)
F ,jσ′

 oc.∑
i

ξiσ(z)2 +
∫
dz′V

(SC)
F ,σ (z′)

δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

=
1
A

δF
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

. (4.95)

Notemos que Ec.(4.95) es similar a la ecuación OEP Ec.(4.89) para el potencial V (SA)
Fσ (z′), sólo

que nos sobra un término proporcional a la suma de los coe�cientes CF ,jσ (que se obtienen

mediante la Ec.(4.66) con VFσ = V
(SC)
Fσ ) y a la función

∑oc.
i ξiσ(z)2. Esta última podemos

escribirla como una integral de la función resupesta, notando el siguiente resultado:∫
dz′

δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

= − 1
2πNsub

Nσ′
sub

oc.∑
iσ

ξiσ(z)2,

que se obtiene de integrar Ec.(4.94) en la variable z′. Utilizando este resultado podemos
incluir el término proporcional a los C(SC)

F ,iσ en la integral sobre z′:

∫
dz′

[
V

(SC)
F ,σ (z′)−

C
(SC)
F
Nσ
sub

]
δnσ′(z′)
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

=
1
A

δF
δVKS,σ(z)

∣∣∣∣
µ

.

con C(SC)
F =

∑
iσ C

(SC)
F ,iσ . Vemos que esta última ecuación es la misma que la que determina

V
(SA)
F ,σ (z) en Ec.(4.89), por lo tanto tenemos:

V
(SA)
F ,σ (z) = V

(SC)
F ,σ (z)−

C
(SC)
F
Nσ
sub

. (4.96)

Esta última ecuación implica que los potenciales correspondientes a un sistema abierto y uno
cerrado di�eren en una constante aditiva para cada espín. Pero para un sistema cerrado,
además de la ecuación (4.90) el potencial también debe satisfacer Ec.(4.82), que nos dice que
C

(SC)
F = 0. Entonces, Ec.(4.96) se reduce a

V
(SA)
F ,σ (z) = V

(SC)
F ,σ (z).

Esto nos da la seguridad de que en un sistema cerrado podemos hacer el cálculo del potencial
VF (z) utilizando la Ec.(4.89), que es más simple ya que contiene implícita la condición de
Ec.(4.82) y por otro lado en esta formulación tenemos también la ventaja de que la función
respuesta es invertible, a diferencia de la función respuesta en la representación {VKS , N},
donde la traza nula de la misma [ver Ec.(4.88)] hace que la misma sea singular y por lo tanto
no invertible.





Capítulo 5

Sistemas cuasi 2D en la

aproximación de intercambio

exacto

5.1 Introducción

En este capítulo presentaremos dos aplicaciones de la teoría desarrollada en el capítulo ante-
rior. Trabajaremos en la aproximación de intercambio exacto, despreciando la contribución de
correlación o tratándola a nivel LDA. Investigaremos primeramente en la sección 5.2 un pozo
cuántico con estructura de doble pozo. El gas fuertemente inhomogéneo formado nos servirá
para caracterizar el hueco de intercambio exacto en distintas posiciones del sistema. Estudi-
aremos distintos regímenes del sistema, explorando en particular la transición 3D → 2D. Los
resultados de esta sección han dado lugar a la publicación de Ref.[27]. En la sección 5.3 inves-
tigaremos el comportamiento de la aproximación de intercambio exacto en la aplicación a un
sistema más realista, compuesto por un pozo cuántico semiconductor con dopaje modulado.
En este sistema abierto, que intercambia electrones con una región dopada con impurezas
donoras, la estructura electrónica de subbandas sufre una renormalización abrupta cuando se
pasa del régimen de una subbanda ocupada al de dos subbandas ocupadas. Este interesante
efecto es producido por la interacción de intercambio, que actúa formando estructuras de
barrera en el potencial de intercambio en zonas de acumulación electrónica, controlando la
ocupación de las subbandas. El estudio presentado en esta sección fue publicado en Ref.[28].

5.2 Intercambio exacto en DFT aplicado a un gas de electrones

C2D fuertemente inhomogéneo

S.Rigamonti, F.A. Reboredo y C.R. Proetto, Phys. Rev. B 68, 235309 (2003)

En el capítulo anterior introdujimos el formalismo OEP para el cálculo de potenciales cor-
respondientes a funcionales implícitas de la densidad, y derivamos expresiones para las fun-
cionales de intercambio y correlación en la geometría C2D. En esta sección presentaremos la
aplicación de este método en un sistema fuertemente inhomogéneo, en el cual podremos aislar
importantes efectos introducidos por un tratamiento exacto de la contribución de intercambio,
mediante una comparación con cálculos en la aproximación LDA para el mismo sistema.
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Fig. 5.1: Esquema del potencial externo, Vext(z) = V0 cos(qz). La longitud de onda de la
modulación es λ = 2π/q, y la amplitud es V0 = 2.08ε0F . La distancia entre la feta de jellium
(región sombreada) y las barreras in�nitas (ubicadas en z = ±(d + λ)) es d = 2a0 ' 1Å.
Veri�camos que los resultados no cambian para valores de d mayores que el asignado.

5.2.1 Descripción del sistema y método numérico

El sistema en estudio lo presentamos esquemáticamente en la Fig.(5.1). La motivación para
estudiar este sistema fue un análisis hecho por Nekovee, Foulkes y Needs en Ref.[78] para un
sistema similar utilizando el método de Monte Carlo variacional. Este método se basa en la
optimización de una función de onda correlacionada de muchos cuerpos [2] y los resultados
obtenidos con el mismo suelen ser muy precisos, aunque muy costosos desde el punto de vista
computacional. Nuestro modelo consiste de un potencial externo de doble pozo:

Vext(z) = V0[cos(qz)− 1]; si |z| ≤ λ =
2π
q
,

Vext(z) = 0; si λ < |z| < λ+ d,

Vext(z) = ∞; si |z| > λ+ d.

Este potencial externo modula fuertemente la densidad electrónica en la dirección z y mantiene
la simetría traslacional en el plano x − y [ver Fig.(5.1)]. Todo el sistema está con�nado por
dos barreras in�nitas situadas en z = ±(d+ λ). La neutralidad del sistema se logra mediante
la presencia de una feta de carga positiva uniforme, o jellium, de densidad n = 3/4πr3s , donde
rs = r0/a0, con 4πr30/3 siendo el volúmen promedio por electrón y a0 = 0.529Å el radio de
Bohr [32].

Siguiendo la Ref.[78], �jamos el radio de Wigner Seitz en rs = 2, que corresponde aproxi-
madamente a la densidad del aluminio, y la amplitud del potencial externo en V0 = 2.08ε0F ,
donde ε0F es la energía de Fermi correspondiente a un gas 3D uniforme de densidad n. Estu-
diamos sistemas con diferentes modulaciones q/k0

F del potencial externo, con k0
F = (3πn)1/3.

Notar que al disminuir la cantidad q, aumenta la longitud de onda λ de la oscilación de Vext,
y por consiguiente la disminución de q conduce a potenciales externos más suaves (ya que la
altura de la barrera V0 se mantiene �ja), aproximándose el sistema a una situación 3D.
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Para obtener una expresión explícita para el potencial de intercambio exacto en términos
de los orbitales de KS para el pozo cuántico, utilizamos la expresión de Ec.(4.51), con F = Ex:

Vx,σ(z) =
1
A

∫
dz′

δEx
δVKS,σ(z′)

χ−1
σ (z′, z). (5.1)

La inversa χ−1
σ (z′, z) de la función respuesta, la obtenemos invirtiendo numéricamente la

expresión para χσ(z, z′) en Ec.(4.63). Para obtener la derivada funcional de la energía de
intercambio exacto respecto del potencial de KS, recurrimos a la expresión en Ec.(4.62) con
F = Ex:

δEx
δVKSσ(z)

=
∑
i<F

∫
dz′

δEx
δξiσ(z′)

Giσ(z′, z)ξiσ(z) +
1
2π

∑
i<F

∂Ex
∂niσ

ξiσ(z)2, (5.2)

donde i < F denota sumar sobre subbandas tales que εiσ < µ. Esto contrasta con las sumas
sobre todos los orbitales de KS en Ec.(4.62), y se debe a que la funcional de intercambio exacto
depende únicamente de orbitales ocupados. Expresiones explícitas en términos de los orbitales
y ocupaciones de KS para δEx/δξiσ(z) y para ∂Ex/∂niσ pueden obtenerse a partir de alguna de
las expresiones Ec.(4.27) o Ec.(4.42) correspondiente a la energía de intercambio exacto para
sistemas C2D, con la integral analítica en el impulso paralelo o en la coordenada paralela,
respectivamente. Si elegimos Ec.(4.27) para expresar el intercambio exacto, obtenemos las
siguientes expresiones explícitas para estas derivadas:

δEx
δξiσ(z)

= −A
π
kiσF
∑
j<F

kjσF ξjσ(z)
∫
dz′ξiσ(z′)ξjσ(z′)

∫
dρ

ρ

J1(kiσF ρ)J1(k
jσ
F ρ)√

ρ2 + (z − z′)2
, (5.3)

∂Ex
∂niσ

= −A
∑
j<F

kjσF

∫
dz dz′ξiσ(z)ξjσ(z′)ξjσ(z)ξiσ(z′)

∫
dρ
J1(k

jσ
F ρ)J0(k

jσ
F ρ)√

ρ2 + (z − z′)2
. (5.4)

En estas ecuaciones J0(x) y J1(x) son las funciones de Bessel de orden 0 y 1 respectivamente
y (kiσF )2 = 4πniσ.

La resolución autoconsitente para una dada modulación del potencial externo consiste de
los siguientes pasos:

1. Partir de un sistema autoconsistente a la LDA, como se explicó en la Sección 2.4.

2. Con el potencial de KS obtenido en el punto anterior, resolver las ecuaciones de KS (4.5)
para encontrar los orbitales ξiσ(z) y autoenergías de KS εiσ. Hallar además el potencial
químico µ tal que se mantenga �jo el número de electrones, i.e. n =

∑
iσ niσ/2λ.

3. Con los orbitales ξiσ(z) y ocupaciones niσ del punto anterior evaluar Vx con Ec.(5.1)
(usando las expresiones explícitas (5.3) y (5.4) para las distinas derivadas). Evaluar
también la densidad mediante Ec.(4.50), calcular el potencial de Hartree recurriendo a
Ec.(4.25) y calcular, en caso de ser incluido, el potencial de correlación a la LDA.

4. Construir el potencial de KS VKS(z) = Vext(z)+VH(z)+Vx(z) y volver al punto 2 hasta
alcanzar la autoconsistencia.
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5.2.2 Hueco de intercambio exacto

Una manera de caracterizar la precisión de una aproximación en DFT es mediante el análisis
de la densidad del hueco de intercambio y correlación, en términos del cual se puede expresar
la energía de XC [ver Ecs.(2.48) y (2.54)]. De ahora en más, como estamos en una situación
paramagnética (PM), quitaremos el índice de espín, teniendo cuidado de incluir los factores
2 correspondientes. Nos concentraremos en la contribución de intercambio exacto, tratando
la contribución de correlación en la aproximación LDA. Partiendo de las de�niciones en el
capítulo 2, tenemos, para el caso PM:

Ex =
1
2

∫
d3rd3r′

n(r)ρx(r′|r)
|r− r′|

, (5.5)

donde el hueco de intercambio ρx(r′|r) representa la disminución de la densidad en el punto r′

dado que hay un electrón en el punto r y está causado por la correlación cuántica (exclusión
de Pauli). Partiendo de la Ec.(2.49) para el hueco de intercambio y considerando la situación
PM, tenemos:

ρx(r′|r) = −1
2
|2
∑

i θ(µ− εi)φ∗i (r
′)φi(r)|2

n(r)
. (5.6)

Evaluando la Ec.(5.6) para la geometría C2D con los orbitales de KS φik(z) =exp(ik ·
ρ)ξi(z)/

√
A, y la prescripción de Ec.(4.10) para hacer sumas sobre orbitales de KS, obtenemos:

ρx(r + R, r) = − 1
2(πR‖)2n(z)

∑
i,j<F

kiFk
j
FJ1(kiFR‖)J1(k

j
FR‖)

× ξi(z + Z)ξi(z)ξj(z + Z)ξj(z), (5.7)

donde R = (R‖, Z), con R‖ la coordenada paralela del punto de observación. Tomando el
límite R‖, Z → 0, es fácil ver que ρx(r|r) = −n(r)/2, e integrando vemos que se cumple la
propiedad exacta [11]: ∫

dRρx(r + R|r) = −1. (5.8)

Notar de Ec.(5.7) que debido a la invariancia traslacional el valor del hueco de intercambio
no depende de la coordenada paralela ρ correspondiente a la partícula de prueba en r. Como
el hueco depende sólo de la magnitud R‖ y no de la dirección en el plano paralelo, vemos que
el hueco de intercambio en la geometría C2D posee simetría cilíndrica a lo largo del eje z.
En el límite kiFR‖ � 1 (suponiendo una ocupación �nita de todas las subbandas ocupadas) y
usando la expansión asintótica de la función de Bessel, obtenemos:

ρx(r+R|r) ' − 1
(πRq)3n(r)

×∑
i,j

√
kiFk

j
F cos(kiFRq −

3π
4

) cos(kjFRq −
3π
4

)ξi(z + Z)ξi(z)ξj(z + Z)ξj(z). (5.9)

De Ec.(5.9) vemos que el decaimiento asintótico del hueco de intercambio exacto está dado
por R−3

q a lo largo del plano paralelo, por otro lado, el decaimiento a lo largo del eje z está
controlado por el decaimiento exponencial de las funciones de onda de subbanda ξi(z). La
evaluación de Ec.(5.6) en el esquema DFT-LDA, que se obtiene reemplazando los orbitales
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Fig. 5.2: Densidad del hueco de intercambio en un máximo de densidad del pozo (z = −λ/2
en Fig.(5.1)), para la modulación q/k0

F = 1.11. Panel de la izquierda: hueco de intercambio
exacto (hXXx = ρx). Panel de la derecha: hueco de intercambio en la aproximación LDA
(hLDAx = ρLDAx ).

de KS por ondas planas 3D, da el siguiente resultado para el hueco de intercambio en la
aproximación LDA:

ρLDAx (r+R|r) = − n(r)
2

F [kF (r)R] , (5.10)

con F (x) = 9[(sinx−x cosx)/x3]2. En Ec.(5.10) y de acuerdo a la prescripción LDA, kF (r) =
[3π2n(r)]1/3. De Ec.(5.10) vemos que el hueco de intercambio en la aproximación LDA tiene
simetría esférica y está centrado en el punto de prueba r, a diferencia del hueco de intercambio
exacto que tiene simetría cilíndrica. Por otro lado el decaimiento asintótico del hueco de
intercambio a la LDA, que se obtiene del comportamiento de F (x� 1), va como R−4.

5.2.3 Resultados

En la Fig.(5.2) podemos ver el hueco de intercambio exacto (XX) a la izquierda y el hueco
de intercambio en la aproximación LDA a la derecha, en función de (z + Z) y Rq, evaluados
ambos para el electrón de prueba en la coordenada ρ = 0, z = −λ/2, i.e., en el pozo de
potencial de la izquierda de la Fig.(5.1). Para este caso ambos huecos están centrados en la
coordenada del electrón de prueba. Notar que en la �gura sólo se muestra la mitad del hueco
de intercambio; el hueco completo podría obtenerse por re�exión con respecto al eje z. El
hueco de XX está contraído a lo largo de la dirección de con�namiento z, debido al hecho de
que los decaimientos a lo largo del plano y de la dirección perpendicular z son distintos, como
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Fig. 5.3: Hueco de intercambio exacto en el mínimo de densidad (z = 0 en Fig.(5.1)), para
q/kF,0 = 1.11. Panel de la izquierda: hueco de intercambio exacto (hXXx (r, r+R) = ρx(r, r+
R)). Panel de la derecha: hueco de intercambio en la aproximación LDA (hLDAx (r, r + R) =
ρLDAx (r, r + R)). Es importante notar que el valor numérico de hLDAx en z = 0 conicide con
el valor de hXXx : ambos valen n(0)/2 allí.

dijimos antes al referirnos al comportamiento asintótico del hueco en Ec.(5.9). El hecho de que
el hueco de XX tenga un valor muy pequeño en el pozo de la derecha (pequeño comparado con
el valor en z+Z = −λ/2), indica que el sistema está en un límite de muy poco solapamiento
de las funciones de onda de ambos pozos.

La situación mostrada en la Fig.(5.3), correspondiente al electrón de prueba en la coorde-
nada ρ = 0, z = 0, es completamente distinta a la mostrada en la Fig.(5.2). Aquí, ρx(r+R|r)
toma su máximo valor en aquellos puntos de observación Z en los cuales la densidad es máx-
ima (puntos z = ±λ/2). Este es el comportamiento físicamente correcto que uno espera para
la densidad del hueco de intercambio, y que puede obtenerse fácilmente de la Ec.(5.7). Anal-
izando el caso sencillo correspondiente a una sola subbanda ocupada en el pozo, la Ec.(5.7)
para el hueco de intercambio exacto se reduce a:

ρx(r + R|r) = −
J1(k1

FRq)2

πR2
q

ξ1(z + Z)2. (5.11)

La Ec.(5.11) toma su valor máximo cuando el argumento de la función de onda de subbanda
coincide con un máximo de la densidad. Este comportamiento no local del hueco de inter-
cambio exacto sigue veri�cándose cuando el sistema tiene más de una subbanda ocupada (en
las Figs.(5.2) y (5.3) mostramos el sistema con dos subbandas ocupadas). Para los puntos
de prueba z = ±λ/2 esto sucede para Z = 0, mientras que para el electrón de prueba en
z = 0, esto sucede para Z = ±λ/2. El hueco de intercambio a la LDA, por otro lado, está
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Fig. 5.4: Energía de intercambio por electrón en función de la modulación del potencial. La
líneas llenas y a trazos corresponden, respectivamente, a nuestros cálculos XX (εXXx ) y LDA
(εLDAx ). Los círculos vacíos corresponden a εXXx pero sin correlación [εXXx (no-c)]. Los círculos
llenos son los datos correspondientes a los cálculos VMC de Ref.[78]

siempre centrado en la coordenada de prueba z. Notar que el cumplimiento de la condición
ρx(r|r) = −n(r)/2 en ambas aproximaciones (XX y LDA), y que en la aproximación LDA
el hueco decae monótonamente para todo R > 0, implica que la magnitud del hueco de in-
tercambio a la LDA será mucho menor a la magnitud del hueco de XX en los puntos de
alta densidad, y por otro lado, el cumplimiento de la regla de suma de Ec.(5.8) para la LDA
implica que este hueco estará mucho más extendido espacialmente que el hueco de XX.

En la Fig.(5.4) mostramos la energía de intercambio por partícula, εx = Eix/(n2DA),
calculada en diferentes aproximaciones i = XX, LDA, XX(no − c), VMC (los valores de
εVMC
x fueron tomados de Ref.[78]), como función de la modulación del potencial q/k0

F . n2D es
el número de electrones por unidad de área en el pozo n2D =

∫
n(z)dz. Considerando primero

las curvas para εXXx y εLDAx , podemos observar tres regímenes:

1. q/k0
F < 1: para valores de la modulación menores que uno, el ancho 2λ del jellium de

densidad constante rs = 2 es mayor que la longitud de onda de los electrones al nivel de
Fermi. Esta extensión en z del jellium es mayor a medida que se disminuye la modulación
q/k0

F . Debido a que la densidad del jellium es constante, la carga por unidad de área se
hace cada vez más grande a medida que aumenta el ancho 2λ del jellium y disminuye
la importancia relativa de la barrera de potencial V0. En suma, el sistema se aproxima
al gas 3D con una modulación externa muy suave. Esto se evidencia en el acercamiento
de las curvas para XX y LDA, ya que LDA es una buena aproximación para gases casi
homogéneos. Tambien vemos que a medida que se disminuye la modulación, ambas
curvas para XX y LDA se aproximan al resultado exacto para un gas homogéneo 3D de
densidad rs = 2 (indicado con una �echa en el extremo superior derecho de la �gura),
que obtenemos particularizando la Ec.(2.61) al caso paramagnético ζ = 0:

ε3Dx (rs) = − 3
4π

(
9π
4

)1/3 1
rs
. (5.12)

2. q/k0
F ∼ 1: para modulaciones cercanas a uno, el ancho λ de los pozos es del orden de la

longitud de onda de los electrones. Debido a esto, el con�namiento de los electrones en
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los pozos de potencial es muy efectivo, y el sistema se aproxima al límite bidimensional.
Esto puede verse en el acercamiento notable de εXXx al resultado exacto para un gas
uniforme 2D de densidad rs = 2, indicado con una �echa en el extremo inferior derecho
de la �gura. Este valor lo obtenemos de Ec.(2.63) para ζ = 0. Otra característica
notable en este régimen de con�namiento muy efectivo es la subestimación en LDA de la
energía de intercambio. Esto es razonable ya que la LDA se basa en resultados para el gas
homogéneo 3D y este es un régimen muy próximo al límite 2D y de gran inhomogeneidad
en la densidad. Como vimos en la sección (2.5), para una dada separación media rs
de los electrones las correlaciones son más importantes en un sistema 2D que en un
sistema 3D. En esta �gura podemos ver esta transición 3D-2D ejempli�cada en un
sitema cuasibidimensional.

3. q/k0
F > 1: a medida que se aumenta el valor de la modulación, disminuye el ancho de la

capa de jellium, y por consiguiente el número de electrones, ya que la densidad del jellium
es constante. Por otro lado, la disminución del ancho del jellium hace más inefectiva la
contención de los electrones dentro del mismo, de manera que los electrones se dispersan
hacia afuera de esta capa de carga positiva aumentando la separación media entre ellos,
i.e., el rs efectivo de los electrones termina siendo mayor al rs corrrespondiente a la
densidad del jellium. Esto se evidencia en la disminución (en valor absoluto) de la
energía de intercambio exacto hacia un valor menor que el límite 3D para q/k0

F ∼ 3,
siendo esto compatible con el valor que arrojaría Ec.(5.12) para εx con un rs > 2.

En la Fig.(5.4) mostramos también los resultados para εXXx obtenidos sin la inclusión de la
contribución de correlación (en LDA) en el cálculo autoconsistente de los orbitales y autoen-
ergías de KS, a los cuales denominamos εXXx (no − c). Como puede observarse, εXXx (no − c)
es un poco menor en valor absoluto que εXXx para todos los valores de la modulación. Esta
pequeña diferencia es apenas discernible en la escala de la �gura, y mucho más pequeña que
la diferencia entre XX y LDA. Esto muestra que la inclusión de la contribución de correlación
a la LDA no afecta de manera sensible los resultados.

Los círculos llenos en Fig.(5.4) denotan los cálculos hechos en Ref.[78] usando el método
VMC para un sistema similar. Podemos observar un buen acuerdo entre VMC y XX, partic-
ularmente en el régimen fuertemente inhomogéneo q/k0

F ∼ 1, en el cual el error porcentual
entre ambos cálculos es del 0.65%.

5.2.4 Conclusiones

Hemos veri�cado la exactitud del método de intercambio exacto en su aplicación a gases de
electrones fuertemente inhomogéneos. Para esto, analizamos los huecos de intercambio exacto,
encontrando que en regiones de baja densidad es fuertemente no local. En regiones de alta
densidad, este hueco evoluciona hacia un hueco local como el obtenido en la aproximación
LDA. El hueco de intercambio exacto posee simetría cilíndrica en sistemas C2D (a diferencia
de la simetría esférica del hueco a la LDA), y presenta una contracción en la dirección de
con�namiento comparado con la LDA debido a que el decaimiento asintótico del hueco XX
es anisotrópico. Hemos también analizado la energía de intercambio por electrón en distin-
tas aproximaciones, en función de la modulación del sistema. Comparando con resultados
obtenidos con el método de Monte Carlo, encontramos que la aproximación de intercambio
exacto da excelentes resultados, especialmente en la región donde la aproximación LDA es
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muy ine�caz, esto es, cuando el con�namiento del gas de electrones inhomogéneo es más
efectivo (q/kF,0 ∼ 1). En este último caso se observa que el intercambio LDA se encuentra
debilitado con respecto al valor exacto, esto puede entenderse considerando que la LDA se
basa en una correspondencia con el gas homogéneo 3D, en el cual las correlaciones son más
débiles que en el caso 2D. Por otro lado, a la luz de los resultados obtenidos para los huecos
de intercambio en las distintas aproximaciones, la debilitación del intercambio en la LDA con
respecto a XX se debe a que en el primer caso el hueco está muy extendido en regiones de
baja densidad, mientras que en el segundo caso el hueco presenta una gran contracción en la
dirección z, intensi�cando la integral de intercambio. Intercambio exacto describe adecuada-
mente la transición 3D → 2D, aproximándose a la aproximación LDA (y al límite 3D) para
modulaciones pequeñas (i.e., ancho del pozo �longitud de onda de Fermi) y al límite 2D
estricto para modulaciones cercanas a la unidad. Debido a la extensión �nita en la dirección
z, la densidad de energía de intercambio en el caso de mayor con�namiento es un poco menor
(en valor absoluto) que la energía de intercambio de un gas estrictamente bidimensional.

5.3 Intercambio exacto para sistemas abiertos: aplicación al

gas C2D formado en un pozo cuántico semiconductor.

S.Rigamonti, C.R. Proetto y F.A. Reboredo, Europhys. Lett. 70, 116 (2005)

En la sección anterior nos concentramos en el estudio de un sistema C2D cerrado, es decir,
con número de electrones �jo, en la aproximación de intercambio exacto. Investigamos las
propiedades del hueco de intercambio exacto y la transición 2D-3D de la energía de intercam-
bio exacto por partícula. En esta sección, en cambio, analizaremos la aplicación del método
de intercambio exacto a un gas de electrones C2D abierto, en el sentido en que se presentó
en sección (4.5): el sistema en estudio está en equilibrio termodinámico con un reservorio que
�ja un potencial químico común y el sistema puede intercambiar partículas con el mismo.
Veremos que para analizar el gas C2D en una con�guración abierta es conveniente desarrollar
una formulación, válida en general para cualquier sistema cuasi bidimensional, que nos permi-
tirá escribir el potencial de intercambio exacto como suma de tres términos bien diferenciados
entre sí. Uno de estos términos desarrolla una estructura de tipo barrera de potencial muy
importante al ocuparse con pocos electrones una nueva subbanda, provocando saltos discon-
tinuos en la estructura electrónica de subbanda. Analizaremos también de forma analítica y
numérica el comportamiento asintótico del potencial de intercambio exacto, viendo que tiende
a una constante en el límite z → ∞ y cuyo valor cambia de manera discontinua al ocuparse
una nueva subbanda.

5.3.1 Descripción del sistema

El sistema en estudio consiste de un pozo cuántico semiconductor, con dopaje modulado y
crecido epitaxialmente, como se muestra en el recuadro de la Fig.(5.5). En estos sistemas, es
posible con�nar un gas de electrones mediante el cambio del semiconductor en la dirección
de crecimiento z. Si el semiconductor de brecha más grande se dopa con donores, provee
de electrones a la trampa formada por el semiconductor de brecha más pequeña, hasta que
el campo creado por la transferencia de carga equilibra el potencial químico común en el
pozo cuántico y en la región dopada, que actúa como reservorio de partículas. Para el sistema
AlGaAs/GaAs que estamos modelando, la discontinuidad energética de la brecha entre ambos
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Fig. 5.5: Líneas delgadas: OEP sólo-X para ∆ = −0.1 (A), 0.01 (B), 0.1, 0.3 y 10meV
(C). Línea gruesa: Vx2(z) en el límite k1

F → 0. Las �echas a la derecha denotan el valor
asintótico del potencial de intercambio para llenado de subbanda seleccionados. Recuadro:
vista esquemática de nuestro modelo para el pozo cuántico con dopaje modulado. La franja
vertical gruesa en la izquierda representa la región de impurezas donoras ionizadas. La línea
vertical delgada a la derecha representa un plano metálico distante que induce un campo
de transferencia de carga a lo largo de z incluído en Vext(z). Si el plano metálico se carga
positivamente (negativamente), más (menos) electrones son transferidos hacia el pozo.

semiconductores es de 220 meV, como se muestra en el recuadro de la Fig.(5.5). La cantidad
de carga transferida al pozo cuántico puede ser controlada por un campo eléctrico externo
aplicado en la dirección z.

Las ecuaciones de KS en la coordenada de con�namiento z y la densidad electrónica en
el pozo cuántico están dadas, respectivamente, por Ecs.(4.5) y (4.9). El potencial de KS
VKS,σ(z) está dado por la suma de varios términos:

VKS,σ(z) = Vext(z) + VH(z) + Vxc,σ(z).

Vext(z) está dado por la suma del potencial creado por un campo eléctrico externo paralelo a z
más el pozo cuadrado de�nido por el per�l de la banda de conducción de los semiconductores
que forman la heteroestructura. VH(z) es el potencial de Hartree dado por Ec.(4.25), con
nj(z) la feta de carga positiva formada por las impurezas donoras ionizadas en la región
dopada. Fijada la densidad de impurezas donoras, el ancho de esta capa de carga positiva
es proporcional a la cantidad de electrones en el pozo cuántico. Vxc,σ(z) es el potencial de
intercambio y correlación dado por Vxc,σ(z) = A−1δExc/δnσ(z).

5.3.2 Formulación OEP para la funcional de XX y resultados numéricos

Para obtener la formulación OEP para este caso, particularizamos Ec.(4.64) para la funcional
de intercambio exacto [Ec.(4.27) o (4.42)], que depende solamente de orbitales y autoenergías
de KS ocupados y la reescribimos de la siguiente manera:∑

i<F

Siσ(z) = 0, (5.13)
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Siσ(z) = niσψx,iσ(z)ξiσ(z)−
1
4π
Cx,iσξiσ(z)2, (5.14)

donde i < F signi�ca εiσ < µ. Los corrimientos ψx,iσ(z) y constantes Cx,iσ los obtenemos de
Ecs.(4.65) y (4.69) particularizadas para F = Ex, respectivamente:

ψx,iσ(z) =
∫
dz′∆Vx,iσ(z′)Giσ(z′, z)ξiσ(z′), (5.15)

Cx,iσ = V x,iσ −
1
A

∂Ex
∂niσ

. (5.16)

En estas últimas ecuaciones, V x,iσ es el valor medio de�nido en Ec.(4.68) y ∆Vx,iσ(z) =
Vxσ(z)− ux,iσ(z), con el potencial orbital ux,iσ(z) de�nido por:

ux,iσ(z) =
1

2Aniσ
1

ξiσ(z)
δEx
δξiσ(z)

. (5.17)

Las cantidades ∂Ex/∂niσ y δEx/δξiσ(z) en Ecs.(5.16) y (5.17) podemos obtenerlas explíci-
tamente en términos de los orbitales y autoenergías de KS, ver Ecs.(5.3) y (5.4) de sección
5.2.

Notemos algunas características de la ecuación OEP [Ec.(5.13)] para este caso de un
sistema abierto en la aproximación de sólo intercambio: a) si Vxσ(z) es el potencial de in-
tercambio exacto del problema (i.e. satisface Ec.(5.13)), entonces el potencial V ′

xσ(z) que
se obtiene de sumar una constante independiente de z al potencial de intercambio exacto,
V ′
xσ(z) = Vxσ(z) + ασ, no es solución de la ecuación OEP (5.13), ya que si reemplazamos
Vxσ(z) por V ′

xσ(z) en la ecuación OEP nos queda ασ
∑

i ξiσ(z)
2 = 0, que se satisface sólo para

ασ = 0. b) Integrando la Ec.(5.13) en z y utilizando la propiedad de ortogonalidad de los
corrimientos de Ec.(4.70) obtenemos la importante propiedad:∑

i<F

Cx,iσ = 0. (5.18)

Ec.(5.18) no es más que la ecuación OEP Ec.(4.82) particularizada para la funcional de inter-
cambio exacto.

Utilizando la ecuación OEP Ec.(5.13), las ecuaciones de KS de una partícula Ec.(4.5), la
de�nición de los corrimientos en Ec.(5.15) y eliminando el índice de espín ya que consideramos
una situación paramagnética (en este caso ni = 2niσ y n(z) = 2nσ(z)), el potencial de
intercambio exacto puede escribirse como la suma de tres términos (ver Apéndice C):

Vx(z) = Vx1(z) + Vx2(z) + Vx3(z), (5.19)

con cada uno de ellos de�nido por:

Vx1(z) =
∑
i<F

niξi(z)2

n(z)
[
ux,i(z) + ∆V x,i

]
, (5.20)

Vx2(z) = −
∑
i<F

2πni
Si(z)
n(z)

, (5.21)

Vx3(z) = −
∑
i<F

Ti(z)
n(z)

, (5.22)
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con Ti(z) de�nido por

Ti(z) = niψ
′
i(z)ξ

′
i(z)−

1
2π
Cx,iξ

′
i(z)

2.

En las de�niciones de arriba, la prima denota derivación con respecto a la variable z. En
vista de la expresión de Ec.(5.19) para el potencial de intercambio, podemos explorar la
aproximación que resultaría de despreciar Vx2(z) y Vx3(z) o, equivalentemente, igualar a cero
los corrimientos. Esta expresión truncada para el potencial de intercambio: Vx(z) = Vx1(z)
es idéntica a la obtenida en Ref.[21] (aproximación KLI). De acuerdo a esta equivalencia
identi�caremos entonces V KLI

x (z) = Vx1(z). En el régimen de una subbanda ocupada se
obtiene exactamente Vx2(z) = Vx3(z) ≡ 0[58], entonces en este caso Vx(z) = V KLI

x (z). Un
cálculo en la aproximación KLI en la situación de muchas subbandas ocupadas requiere,
en esta con�guración abierta, encontrar una solución autoconsistente de las ecuaciones de
KS de una partícula (4.5) con Vx(z) = Vx1(z), forzando la condición exacta de Ec.(5.18),
�jando de este modo la constante asintótica del potencial con respecto al nivel de Fermi.
Este procedimiento determina unívocamente Vx1(z). Es importante notar, sin embargo, que
lo que aquí denominamos aproximación KLI no es exactamente lo mismo que lo considerado
en Ref.[21]. Mientras que las expresiones para V KLI

x (z) son idénticas para ambos casos, las
condiciones de contorno son distintas. En nuestro caso utilizamos Ec.(5.18), mientras que en
otros estudios se impone la condición V

m
x = umx para satisfacer el comportamiento asintótico

correcto (m denota el índice de la subbanda ocupada de mayor energía).
En la Fig.(5.5) mostramos el potencial de intercambio exacto obtenido para distintos

llenados ∆ = µ− ε1 = 2πn1 de la segunda subbanda. El potencial de intercambio se calculó
numéricamente utilizando el método iterativo descripto en la última sección del Apéndice C.
Notar las grandes diferencias para el potencial de intercambio Vx(z) en las distintas situaciones
∆ → 0−(A) o ∆ → 0+(B), así como la joroba que el potencial de intercambio desarrolla para
pequeñas ocupaciones de la segunda subbanda y el rápido decaimiento de esta joroba a medida
que se ocupa más y más la segunda subbanda (C).

En la Fig.(5.6) mostramos el espectro de autoenergías de KS en la vecindad de la transición
una subbanda→dos subbandas (1S → 2S). El panel superior corresponde a la energía de
intersubbanda ε01 = ε1−ε0, calculada en tres aproximaciones distintas: intercambio exacto o
OEP, KLI y LDA. El panel inferior muestra los valores asintóticos del potencial de intercambio.
Notamos un incremento abrupto de εOEP01 cuando el sistema pasa del régimen 1S al 2S. Esto
contrasta con la caída discontinua de εKLI01 y la continuidad de εLDA01 . También es notable el
salto abrupto de Vx(z →∞) en las aproximaciones OEP y KLI en ∆ = 0.

5.3.3 Análisis teórico de los resultados obtenidos

En el resto de esta sección daremos una breve explicación de cada uno de estos resultados
mostrados en las �guras (5.5) y (5.6). Empezamos con el comportamiento asintótico de de
Vx(z), para el caso de muchas subbandas ocupadas m > 1. Siguiendo el análisis de Ref.[20],
y basados en el hecho de que ξi(z → ∞) → e−βiz (sin considerar factores que involucren
potencias de z) con βi > 0 y βi < βj si εi > εj , se puede derivar de la ecuación diferencial para
los corrimientos en el límite asintótico (ver Apéndice C), que ψi<m(z → ∞) → e−βmz. Del
análisis asintótico de Ec.(5.13) obtenemos ψm(z → ∞) → [Cx,m/(kmF )2]e−βmz (ver Apéndice
C). En consecuencia, todos los corrimientos correspondientes a subbandas ocupadas decaen
exponencialmente con el mismo exponente βm. Insertando este resultado en la expresión
asintótica para Vx(z), que involucra restringir la suma sobre subbandas ocupadas a sólo el
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Fig. 5.6: Espectro de autoenergías de KS por diferentes métodos. Panel superior: espa-
ciamiento de energía de intersubbanda ε01 y µ − ε0. Panel inferior: valor asintótico del
potencial de intercambio Vx(z → ∞) = ∆V m

x . En el régimen 1S la aproximación KLI coin-
cide exactamente con el resultado exacto OEP. Círculos abiertos: lo mismo que arriba, pero
incluyendo correlación a la LDA.

último término (i = m), puede comprobarse que Vx2(z) y Vx3(z) se hacen cero (dentro del
orden principal) mientras que la contribución de Vx1(z) permanece �nita,

Vx(z →∞) → Vx1(z →∞) → ux,m(z →∞) + ∆V x,m, (5.23)

donde el límite asintótico del potencial orbital es (ver Apéndice C):

ux,m(z →∞) → −1
z
. (5.24)

La ecuación (5.23) coincide con el resultado asintótico encontrado en aplicaciones del método
OEP para sistemas cerrados [15]. En tales casos, el potencial de intercambio exacto está
de�nido a menos de una constante aditiva, que se �ja arbitrariamente mediante la elección
∆V x,m = 0. Sin embargo, la constante es automáticamente generada por la formulación OEP,
ya que como vimos anteriormente la formulación OEP completa no es invariante ante la adición
de una constante al potencial de intercambio. Recordando que ∆V x,m = V x,m−ux,m, no hay
ninguna razón para esperar un cambio continuo en el valor de la constante asintótica en la
transición 1S → 2S. Esto explica el salto abrupto en ∆ = 0 en la Fig.(5.6). La aproximación
KLI también presenta este salto en la constante asintótica, pero cuantitativamente no es muy
precisa, dando un salto 23% mayor al exacto. V LDA

x (z → ∞) = 0, independientemente del
llenado ∆.

Ahora nos concentraremos en el efecto de la formación de una joroba en el potencial
de intercambio exacto, que podemos ver en la Fig.(5.5). Este efecto se debe a la contribu-
ción Vx2(z) en Vx(z). Para ver esto, analicemos Vx2(z) en el límite n1 → 0+. Este este
régimen correspondiente a la segunda subbanda casi vacía, podemos aproximar Vx2(z) '
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Fig. 5.7: Potenciales de intercambio en las aproximaciones OEP y LDA para ∆ = 0.3meV.
ξ0(z) y ξ1(z) son las funciones de onda de la primera y segunda subbanda, y n(z) es pro-
porcional a la densidad. La expresión asintótica de es gra�cada solamente en la región de la
barrera. Vx (línea llena) y Vx incluyendo efectos de correlación a la LDA (no mostrado) son
indistinguibles en la escala de la �gura.

Cx,0 − 2πn0ψ0(z)/ξ0(z). Usando S0(z) + S1(z) = 0 y Cx,0 + Cx,1 = 0, encontramos que
ψ0(z) ' Cx,0

[
ξ0(z)2 − ξ1(z)2

]
/2πξ0(z)n0. Reemplazando ψ0(z) en la última expresión para

Vx2(z), obtenemos Vx2(z) ' Cx,0 [ξ1(z)/ξ0(z)]
2. Gra�camos esta aproximación para Vx2(z) en

Fig.(5.5) (línea gruesa), mostrando que corresponde al valor límite del Vx(z) total si ∆ → 0+

en la región donde el cociente ξ1(z)/ξ0(z) es grande, excluyendo la región asintótica, que está
dominada por Vx1(z). Como Vx2(z) [y Vx3(z)] son despreciados en la aproximación KLI, el
efecto de la joroba también se pierde. Desde este punto de vista la aproximación KLI no es
buena para pequeñas ocupaciones de la segunda subbanda.

En la Fig.(5.7) mostramos las distintas contribuciones al potencial de intercambio, con el
propósito de describir mejor las características de cada una. Las contribuciones Vx,1(z), Vx,2(z)
y Vx,3(z) se calcularon utilizando las ecuaciones (5.20)-(5.22) con los orbitales y autoenergías
del sistema ya convergido por el método iterativo descripto en la última sección del Apéndice
C. Vemos claramente en esta �gura que el efecto de la joroba es producido por la contribución
Vx2(z), mientras que Vx1(z) domina en la región de alta densidad y da también la contribución
principal a Vx(z) en la región asintótica, de acuerdo al resultado de Ec.(5.23). La contribución
Vx3(z) es pequeña en todas las situaciones analizadas.

La formación de esta barrera de potencial signi�cativa (la joroba) explica el abrupto
incremento de εOEP01 en el momento en que se ocupa con unos pocos electrones la segunda
subbanda: como la barrera se forma en la región espacial donde ξ1(z) es grande, la misma
afecta principalmente a electrones de la segunda subbanda, resultando en un incremento del
espaciamento de intersubbanda εOEP01 . Sin embargo, este incremento es el resultado de dos
contribuciones opuestas: la formación de la barrera, que tiende a incrementar εOEP01 , y la
disminución abrupta del valor de Vx(z → ∞), que tiende a disminuir εOEP01 . Esto ultimo se
debe a que la subbanda i = 1 está más extendida que la subbanda con i = 0 y por lo tanto
es más sensible a este cambio en el límite asintótico (el fondo del potencial de intercambio,
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y por lo tanto ε0, prácticamente no cambia al modi�carse el límite asintótico). El hecho de
que la suma de los dos efectos resulta en un incremento neto de εOEP01 implica que el efecto
de la barrera repulsiva sobrepasa el efecto de la disminución de la constante asintótica. Este
último efecto es el único incluído en εKLI01 , resultando en una abrupta disminución de εKLI01

en la transición 1S → 2S. Finalmente, εLDA01 , muestra una transición suave en ∆ = 0, como
resultado de la ausencia de la barrera de potencial y de la discontinuidad de la constante
asintótica.

El cambio discontinuo de la forma del potencial de intercambio, al ocupar la segunda
subbanda, induce una transferencia de carga desde la subbanda minoritaria hacia la otra,
optimizando la energía de intercambio debido a la maximización del solapamiento de la función
de onda.

Hemos supuesto que el intercambio es la contribución dominante, aunque como veremos
más adelante las correlaciones introducen discontinuidades de subbanda muy importantes.
Sin embargo, la inclusión del potencial de correlación no afecta los resultados analíticos que
obtuvimos para la forma de la joroba en el límite n0 → 0+, por lo tanto los efectos para
la contribución de intercambio vistos en esta sección son muy robustos ante la inclusión de
correlaciones. Para obtener una primera estimación de la importancia de la inclusión de
correlaciones en los resultados obtenidos para la contribución de intercambio, mostramos en
la Fig.(5.6) con círculos abiertos el efecto de reemplazar V OEP

x (z) por V OEP
x (z) + V LDA

c (z),
en εOEP01 y V OEP

x (z → ∞). Esto implica recalcular las soluciones autoconsistentes para
todo ∆, con V OEP

x (z) obtenido de acuerdo al procedimiento OEP, mientras que V LDA
c (z) =

(1/A)δELDAc /δn(z). Podemos ver que la corrección a εOEP01 introducida por la incluzión de
correlación a la LDA es muy pequeña (∼ 0.1 meV para todo ∆).

5.3.4 Conclusiones

El potencial de intercambio exacto tiene una cantidad de características notables en la apli-
cación a un pozo cuántico abierto: a medida que se desocupa la subbanda ocupada más
energética, Vx(z) desarrolla una estructura tipo barrera en la región espacial donde la densi-
dad electrónica comienza a ser dominada por los electrones de esa subbanda; la altura de la
barrera se hace más y más grande a medida que la ocupación de la subbanda más energética
tiende a cero. El límite asintótico Vx(z →∞) depende fuertemente del llenado, mostrando un
salto abrupto en la transición 1S → 2S. Finalmente, los efectos combinados de la formación
de la barrera de potencial y de la discontinuidad del límite asintótico hacen que la energía de
intersubbanda sea discontinua, creciendo abruptamente en la transición 1S → 2S. Esta dis-
continuidad está íntimamente relacionada con la aparición de un nuevo grado de libertad en
el sistema relacionado con la posibilidad de redistribuirse los electrones entre dos subbandas.
En el caso del intercambio exacto, para un dado número de electrones el sistema optimiza la
energía correspondiente poniendo a todos los electrones en una sola subbanda, en la que el
solapamiento espacial es mayor. Esto lo efectúa el potencial de intercambio mediante el desr-
rollo de una gran barrera de potencial a medida que se desocupa un subbanda, favoreciendo
una con�guración de una sola subbanda ocupada.

El límite asintótico del potencial de intercambio exacto va como −1/z más una constante
que depende del valor medio de la diferencia entre el potencial de intercambio exacto y el po-
tencial orbital de la subbanda ocupada más energética. El decaimiento exacto −1/z contrasta
con el decaimiento exponencial obtenido en aproximaciones tipo LDA. Este resultado no de-
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pende del número de subbandas ocupadas y es genérico para todo sistema C2D (no depende
de la distribución de carga positiva ni de la aproximación que se haga para la contribución
de correlación). Si bien no es claro si este resultado es válido en el límite continuo (pozo
semiin�nito), ha sido con�rmado con precisión para sistemas C2D muy anchos, con una gran
cantidad de subbandas ocupadas [31]. Esto sugiere que el potencial de intercambio exacto
da una contribución importante al potencial de carga imagen que siente un electrón situado
frente a un super�cie metálica.



Capítulo 6

Correlación exacta a segundo

orden en TPKS aplicada a

sistemas cuasi 2D

6.1 Introducción

En este capítulo estudiaremos el potencial de correlación exacto, en sistemas cuasibidimen-
sionales, correspondiente a la funcional orbital de correlación en teoría de perturbaciones de
KS a segundo orden (obtenida en la sección 4.3). El capítulo está dividido en dos secciones.
La primera (sección 6.2), está dedicada al estudio del potencial de correlación en un sistema
de�nido por un potencial de KS cuadrado y de una sola subbanda ocupada [29]. Estas su-
posiciones simpli�cadoras nos permitirán, por un lado, estudiar el cumplimiento de límites
exactos de la funcional y del esquema OEP correspondiente, y por otro, obtener una primera
impresión de las propiedades del potencial de correlación, que veremos son genéricas para
sistemas más complejos. La sección 6.3, la dedicaremos al estudio de la contribución de cor-
relación en un sistema realista: el gas C2D formado en una heteroestructura semiconductora
tipo GaAs/AlGaAs, con dopaje lateral modulado. Estudiaremos en particular la transición
de una a dos subbandas ocupadas, y compararemos nuestros resultados con evidencia ex-
perimental disponible para la transición en este tipo de sistemas. Las aplicaciones del OEP
para la funcional de correlación que tratamos aquí son escasas (para sistemas de dos elec-
trones ver Ref.[69], para ver como estas funcionales describen fuerzas de van der Waals, ver
Refs.[68] y [70], para sistemas atómicos despreciando el término Ec,1 ver [14] y [68]), por lo
que este estudio [30] representa una contribución valiosa desde el punto de vista del estudio
de funcionales orbitales. No obstante las di�cultades numéricas planteadas por este tipo de
funcionales, es creciente el número de aplicaciones a distintos tipos de sistemas. Este interés
se debe en particular a la precisión de los resultados obtenidos y a las ventajas de descripción
con respecto a funcionales usuales basadas en aproximaciones locales o semilocales (LDA,
GGA, etc.), algunas de las cuales estudiaremos en este capítulo.
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6.2 Analizando la nueva funcional de correlación: aplicación a

un potencial de KS cuadrado

S.Rigamonti y C.R. Proetto, Phys. Rev. B 73, 235319 (2006)

La funcional de correlación Ec que obtuvimos haciendo uso de la teoría de perturbaciones de
KS, y que para los sistemas C2D tiene la expresión orbital dada por Ecs.(4.44) y (4.45), posee
las siguientes características que di�cultan su tratamiento:

• depende explícitamente de orbitales y energías de KS ocupados y desocupados,

• su cálculo implica la evaluación numérica de integrales de orden 9 y

• complicados límites de integración, impuestos por la intersección de hasta cuatro círculos
(y/o anticírculos) de Fermi de distinto radio.

El primer punto hace que los métodos de cálculo desarrollados anteriormente en el capítulo
5 para el potencial de intercambio exacto, cuya funcional energía depende únicamente de
orbitales ocupados, no sean e�cientes para el cálculo del potencial de correlación. La razón por
la cual estos métodos dejan de ser e�cientes es que requieren el cálculo de potenciales orbitales
y corrimientos para todos los orbitales de KS (ocupados y desocupados). Si a esto agregamos
el segundo punto, sobre el elevado orden de las integrales a efectuar, vemos que los métodos
anteriores se hacen altamente ine�cientes. El tercer punto agrega complicaciones analíticas
y hacen muy engorrosa la implementación numérica del cálculo de las integrales. Esta es
una complicación real, ya que un cálculo preciso de las integrales requiere una discretización
adecuada de la regiones de integración, y en consecuencia un conocimiento preciso de los
límites de integración impuestos por las intersecciones de discos (como ejemplo, observar los
complicados límites en las variables p, q y θ impuestos por la con�guración de la Fig.(4.2)).

Con el objetivo de aliviar un poco estas di�cultades, pero sin recurrir a aproximaciones,
investigamos en esta sección el caso particular de un pozo cuántico en el régimen de una
sola subbanda ocupada (1S). En este caso, el tercer punto se simpli�ca ya que, mediante
un cambio de variables, las intersecciones de círculos pueden escribirse como intersecciones
de círculos de radio unidad y muchas de las integrales pueden hacerse de forma analítica
(ver apéndice B), reduciéndose también el orden de las integrales. Para evitar el cálculo
iterativo que implica un cálculo autoconsistente (con sus múltiples evaluaciones del potencial),
hemos supuesto un potencial de KS cuadrado, y sobre esa base hemos obtenido los orbitales
y autoenergías de KS necesarios para el cálculo del potencial. Si bien esto hace que el modelo
sea menos realista (ya que sería más apropiado suponer un Vext(z) cuadrado y obtener VKS de
forma autoconsistente), nuestra intención en esta primera parte es obtener una caracterización
general del potencial de correlación. Con la experiencia adquirida en este primer trabajo,
encaramos luego el cálculo autoconsistente realista de un pozo cuántico con dos subbandas
ocupadas en la sección 6.3. En esta sección presentamos también el desarrollo de un método
de cálculo para el potencial de correlación que evita el cálculo de los potenciales orbitales y los
corrimientos. Este método que desarrollamos es general, aplicable también a pozos cuánticos
con más de una subbanda ocupada.

Esta sección está compuesta de cinco subsecciones. En la subsección 6.2.1 presentamos el
formalismo OEP particularizado al caso de una sola subbanda ocupada y mostramos cómo
la expresión OEP obtenida tiende al límite 2D estricto correcto, con�rmando la exactitud
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del esquema de cálculo OEP para sistemas C2D. En la subsección 6.2.2 particularizamos las
expresiones de las distintas funcionales de energía de intercambio y correlación para el caso
de una sola subbanda ocupada, investigando también el límite 2D estricto. En la subsección
6.2.3 presentamos un nuevo método numérico para el cálculo de potenciales correspondi-
entes a funcionales de energía que dependen tanto de orbitales ocupados como desocupados.
Finalmente, en las secciones 6.2.4 y 6.2.5 presentamos, respectivamente, la aplicación de los
resultados teóricos anteriores al caso particular de un pozo de KS cuadrado y las conclusiones.

6.2.1 OEP en el caso de una sola subbanda ocupada y límite 2D estricto

Comenzaremos analizando el esquema OEP para una sola subbanda ocupada correspondi-
ente a funcionales que sólo dependen de orbitales de KS ocupados, siguiendo con el caso de
funcionales más generales, que dependen de orbitales ocupados y desocupados. Finalmente
analizaremos el OEP en el límite 2D estricto para ambos casos.

Funcionales dependientes sólo de orbitales ocupados

Aquí obtendremos una expresión orbital explícita para el potencial VF ,σ(z) mediante la apli-
cación del OEP a una funcional implícita F que sólo depende de orbitales ocupados (como
por ejemplo la funcional de intercambio exacto en Ec.(3.4)). Investigaremos el caso de un
sistema C2D con una sola subbanda ocupada (caso 1S). En la sección 5.3 obtuvimos el OEP
correspondiente a funcionales dependientes sólo de subbandas ocupadas (i = 1, 2, 3, ...):∑

i<F

Siσ(z) = 0, (6.1)

∑
i<F

CF ,iσ = 0. (6.2)

La Ec.(6.2) para el caso 1S implica CF ,1σ = 0. Insertando este resultado en la de�nición para
Siσ(z) [Ec.(5.14) con x reemplazado por F ]:

Siσ(z) = niσψF ,iσ(z)ξiσ(z)−
1
4π
CF ,iσξiσ(z)2, (6.3)

obtenemos (teniendo en cuenta la ecuación OEP 6.1) ψF ,1σ(z) = 0. De la de�nición de los
corrimientos ψF ,iσ(z) en Ec.(4.65), vemos que el valor nulo del corrimiento correspondiente a
i = 1 implica ∆VF1σ(z) = αFσ, con αFσ una constante independiente de z, ya que, como se
deduce de la de�nición de Giσ(z′, z) en Ec.(4.57):∫

dz′Giσ(z′, z)ξiσ(z′) = 0.

De la de�nición de ∆VFiσ(z) en Ec.(4.67) nos queda �nalmente:

VFσ(z) = uF ,1σ(z) + αFσ, (6.4)

donde uF ,1σ(z) es el potencial orbital correspondiente a la primera subbanda de�nido en
Ec.(4.69). La constante αFσ queda determinada por la ecuación OEP restante Ec.(6.2).

CF ,1σ = V F1σ −
1
A

∂F
∂n1σ

= uF1σ + αFσ −
1
A

∂F
∂n1σ

= 0,
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de la cual obtenemos

αFσ =
1
A

∂F
∂n1σ

− uF1σ. (6.5)

De Ec.(4.80) particularizada para funcionales que dependen únicamente de orbitales ocupados,
obtenemos ∂F/∂µσ|VKS

= ∂F/∂n1σ4π, donde ∂F/∂µσ|VKS
se de�ne como la variación de

la funcional F causada por una variación del potencial químico µσ correspondiente a los
electrones con proyección de espín σ, dejando �ja la estructura electrónica (VKS) y el potencial
químico para los electrones de espín opuesto. Usando este resultado y reemplazando Ec.(6.5)
en Ec.(6.4) obtenemos:

VFσ(z) = [uF ,1σ(z)− uF ,1σ] +
4π
A

∂F
∂µσ

∣∣∣∣
VKS

. (6.6)

La ecuación (6.6) es un resultado exacto, que nos dice que en el caso físicamente relevante
de sólo una subbanda ocupada el potencial exacto correspondiente a la funcional implícita F
en el formalismo de KS, está dado por el potencial orbital correspondiente a la subbanda de
menor energía (la única ocupada) más una constante bien de�nida en términos de la funcional
F . Calculando el valor medio de VFσ(z) en Ec.(6.6), i.e.

∫
dzξ1σ(z)2VFσ(z), obtenemos:

V F1σ =
4π
A

∂F
∂µσ

∣∣∣∣
VKS

. (6.7)

Caso general: funcionales dependientes de orbitales ocupados y desocupados

En este caso, las ecuaciones OEP son: ∑
i

Siσ(z) = 0, (6.8)

∑
i

CF ,iσ = 0. (6.9)

Vemos que la diferencia con Ecs.(6.1) y (6.2) para el caso de funcionales dependientes sólo de
subbandas ocupadas, es que aquí la suma en el índice i es sobre todas las subbandas. Por esta
razón no nos es posible en este caso encontrar una expresión sencilla para VFσ(z) en términos
del potencial orbital uF1σ(z), como hicimos en Ec.(6.6). Sin embargo, mediante Ec.(6.9) es
posible hallar un importante resultado para el valor medio del potencial. Usando la de�nición
de CFiσ en Ec.(4.83), vemos que la ecuación OEP (6.9) implica, para el caso de una sola
subbanda ocupada:

V F1σ =
1
A

∑
i

∂F
∂niσ

. (6.10)

Ahora podemos usar la relación obtenida en Ec.(4.80) para reescribir Ec.(6.10) como:

V F1σ =
4π
A

∂F
∂µσ

∣∣∣∣
VKS

. (6.11)

Veremos que esta última relación nos permite obtener el límite 2D estricto correcto para
el tipo más general de funcionales dependientes de orbitales ocupados y desocupados. La
expresión para el valor medio del potencial VFσ(z) en Ec.(6.7) es consistente con el resultado
en Ec.(6.11): el valor medio del potencial no depende de si la funcional F depende sólo de
subbandas ocupadas o de subbandas ocupadas y desocupadas.
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Límite 2D estricto

El potencial µ(2D)
F (ρ) correspondiente a una funcional F (2D) en un gas de electrones estricta-

mente bidimensional se de�ne, análogamente al caso 3D, como:

µ
(2D)
Fσ (ρ) =

δF (2D)

δησ(ρ)
, (6.12)

donde ησ(ρ) es la densidad bidimensional en el punto ρ. Si el gas es homogéneo, el potencial
no dependerá de la coordenada ρ, y por lo tanto podemos escribir:

δF (2D) =
∫
µ

(2D)
Fσ (ρ)δησ(ρ)dρ = Aµ

(2D)
Fσ δησ, (6.13)

donde tomamos una variación δησ(ρ) = δησ independiente de ρ. Ec.(6.13) nos permite escribir
entonces el potencial para un gas homogéneo 2D como:

µ
(2D)
Fσ =

1
A

∂F (2D)

∂ησ
. (6.14)

Teniendo en cuenta que la densidad bidimensional en un gas 2D vale ησ = µσ/4π, podemos
reemplazar en Ec.(6.14) para obtener:

µ
(2D)
Fσ =

4π
A

∂F (2D)

∂µσ
. (6.15)

Vemos aquí que el potencial 2D esctricto está directamente relacionado con el valor medio del
potencial V F1σ en Ecs.(6.7) y (6.11). Sin embargo, la funcional F (2D) en Ec.(6.15) es para un
sistema estrictamente 2D, mientras que F en Ecs.(6.7) y (6.11) es una funcional C2D, es decir,
depende de orbitales de KS con una extensión �nita en la dirección z. Teniendo en cuenta
que para obtener el límite 2D estricto de una funcional C2D debemos hacer el reemplazo
ξ1σ(z) →

√
δ(z),[12] podemos escribir:

lim
ξ1σ→

√
δ(z)

V F1σ =
4π
A

∂

∂µσ

(
lim

ξ1σ→
√
δ(z)

F

)
=

4π
A

∂F (2D)

∂µσ
= µ

(2D)
Fσ . (6.16)

En este límite el gas de electrones estará con�nado en el plano z = 0, por lo que en el límite
C2D→2D tendremos la relación:

VFσ(z) −→ VFσ(0). (6.17)

Por otro lado, vemos que en el límite 2D:

VFσ(0) =
∫
dzδ(z)VFσ(z) = lim

ξ1σ(z)→
√
δ(z)

V F1σ. (6.18)

Las Ecs.(6.16-6.18) pueden resumirse en la expresión buscada:

lim
C2D→2D

VFσ(z) → µ
(2D)
Fσ . (6.19)

Este análisis muestra la relevancia de la inclusión de la ecuación OEP (6.9) en el cálculo
de VFσ(z). En un sistema cerrado la Ec.(6.9) �ja una constante aditiva al potencial (que
erróneamente podría considerarse irrelevante en un sistema cerrado), asegurando la obtención
del límite 2D correcto. Este resultado con�rma la exactitud de nuestro esquema de cálculo
OEP para sistemas cuasi bidimensionales.
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6.2.2 Funcionales de intercambio y correlación: caso 1S y límite 2D

Las expresiones orbitales para las funcionales Ex, Ec,1 y Ec,2 obtenidas en la sección 4.3
se simpli�can notablemente en el caso de una subbanda ocupada. En lugar de energías
totales, en esta sección será más conveniente trabajar con energías por partícula. Para ello
de�nimos: εx = Ex/N , εc,1 = Ec,1/N , εintrac = Eintrac /N , εintra−interc = Eintra−interc /N y
εinterc = Einterc /N , con N = AK2/2π y K = kF,1. Particularizando Ecs.(4.42) y (4.44)
para el caso paramagnético con una subbanda ocupada y usando las de�niciones anteriores
obtenemos:

εx = −K
2π

∫ ∞

0
dpV11,11(Kp)J1 1

0 0 (0, p, 0), (6.20)

εc,1 =
K2

π2

∑
j>1

1
εj 1

∫∞∫
0

dpdqV11,1j(Kp)Vj1,11(Kq)F (p, q), (6.21)

con

F (p, q) = J1 1
0 0 (0, p, 0)J1 1

0 0 (0, q, 0)− 1
2

∫ 2π

0
dθJ1 1

0 1 (θ, p, q).

El primer sumando a la derecha de esta expresión para F (p, q) viene de la expresión analítica
explícita para Vx(z) mostrada más abajo, que da:

V x,1j = −K
π

∫ 2

0
dpV11,1j(Kp)J1 1

0 0 (0, p, 0).

Con respecto a las tres contribuciones que vienen de Ec,2 [ver sección 4.3], tenemos:

εintrac = −
∫∞∫
0

dp dq
V11,11(Kq)

(2π)2

[
2p
q
V11,11(Kq)− V11,11(Kp)

]
F

1 1
1 1 (0, p, q), (6.22)

εintra−interc = −2
∑
m>1

∫∞∫
0

dp dq
V11,1m(Kq)

(2π)2

[
2p
q
Vm1,11(Kq)− Vm1,11(Kp)

]
F

1 1
0 1 (

εm1

K2
, p, q),

(6.23)

εinterc = −
∑
l,m>1

∫∞∫
0

dp dq
V11,lm(Kq)

(2π)2

[
2p
q
Vml,11(Kq)− Vml,11(Kp)

]
F

0 1
0 1 (

εlm,11
K2

, p, q). (6.24)

De�nimos aquí para su uso posterior εc,2 = εintrac +εintra−interc + εinterc . En el Apéndice B
damos expresiones analíticas para algunas de las integrales de intersección de círculos que
aparecen en Ecs.(6.20)-(6.24) y una expresión analítica para la integral en p para la parte
directa (i.e. la que contiene el producto V11,lm(Kq)Vml,11(Kq) en Ec.(6.24)) de εinterc . Con
estas expresiones explícitas para εx y εc ≡ εc,1 + εc,2 para el caso 1S, podemos aplicar la
formulación obtenida en la subsección 6.2.1 para el OEP en el caso 1S. Allí obtuvimos, para
el caso de funcionales F que dependen sólo de subbandas ocupadas, que

VF (z) = uF ,1(z) + αF

El potencial orbital uF ,1(z) y la constante αF pueden obtenerse directamente de las Ecs.(6.20)
y (6.22) para las contribuciones de intercambio (F = Ex) e intra (F = Eintrac ), ya que ambas
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funcionales dependen únicamente de la subbanda ocupada i = 1. Para el potencial orbital
correspondiente al intercambio obtenemos:

ux,1(z) = −K
π

∫ ∞

0
dqV11(Kq, z)J1 1

0 0 (0, q, 0), (6.25)

con la función Vij(q, z) de�nida por

Vij(q, z) =
∫ ∞

−∞
dz′ξi(z′)ξj(z′)e−q|z−z

′|.

Para el potencial orbital correspondiente a la contribución de correlación intra, obtenemos:

uintrac,1 (z) = − 1
π2

∫∞∫
0

dp dqV11(Kq, z)
[
2p
q
V11,11(Kq)− V11,11(Kp)

]
F

1 1
1 1 (0, p, q). (6.26)

En el apéndice A calculamos el comportamiento asintótico de los potenciales de intercambio
exacto y de la correlación intra. Obtenemos, respectivamente, los siguientes resultados

ux,1(z →∞) −→ −1
z
,

uintrac,1 (z →∞) −→ −4
(

2
π
− 1

2

)
1
Kz

.

El cálculo de las constantes correspondientes αx y αintra es bastante directo, y esbozaremos
aquí el cálculo para la contribución de intercambio. Reemplazando F por Ex = An1εx en
Ec.(6.5), obtenemos

αx = −ux,1 +
∂(nεx)
∂nσ

= −ux,1 + εx + n
∂εx
∂nσ

. (6.27)

Haciendo uso de Ec.(6.25) obtenemos ux,1 = 2εx y de Ec.(6.20),

n
∂εx
∂nσ

= −K
2π

∫ 2

0
dqq

√
1− q2

4
V11,11(qK).

reemplazando todo en Ec.(6.27), obtenemos:

αx =
K

2π

∫ 2

0
dqV11,11(qK)

[
J1 1

0 0 (0, q, 0)− q

√
1− q2

4

]
. (6.28)

La constante αintra correspondiente a la contribución de correlación intra se puede obtener
siguiendo pasos equivalentes a la derivación que acabamos de hacer para obtener αx, pero
comenzando de Ec.(6.26). Las expresiones correspondientes se obtienen directamente pero
el cálculo es algo engorroso y no lo incluimos. El cálculo de los potenciales restantes corre-
spondientes a las contribuciones de excitaciones de un electrón εc,1, intra − inter e inter a
la energía de correlación se llevó a cabo numéricamente por un método que describimos más
abajo.
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Límite 2D estricto

En el límite 2D estricto los resultados mostrados previamente se simpli�can aún más. La
simpli�cación principal viene del hecho de que en este límite extremo sólo existe una subbanda
(obviamente ocupada), y entonces todas las sumas sobre subbandas distintas de la primera
con i = 1 deben ser eliminadas. De las ecuaciones (6.21), (6.23) y (6.24) concluimos que εc,1,
εintra−interc y εinterc no contribuyen en este límite, siendo la única contribución de correlación
distinta de cero la correspondiente a εintrac .

Si consideramos primero la contribución de intercambio, de la Ec.(6.28) obtenemos, en el
límite ξ1(z) →

√
δ(z),[12]

α2D
x =

K

2π

∫ 2

0
dq

[
J1 1

0 0 (0, q, 0)− q

√
1− q2

4

]
=

2K
3π

,

ya que V11,11(Kq) → 1 en este límite. Reemplazando en la Ec.(6.4), particularizada para el
caso del intercambio, y teniendo en cuenta que ux(z = 0) = ux, obtenemos:

V 2D
x (0) = ux + α2D

x = −8K
3π

+
2K
3π

= −2K
π
, (6.29)

que es el conocido límite de la contribución de intercambio al potencial químico de un gas
uniforme 2D [79]. Esto concuerda completamente con Ec.(6.19). Si consideramos ahora la
contribución de correlación en el límite 2D, obtenemos:

εintrac (ζ1 →
√
δ) → − 1

4π2

∫∞∫
0

dp dqF
1 1
1 1 (0, p, q)

(
2p
q
− 1
)

' −0.1925, (6.30)

que coincide con cálculos previos[49]. Como el límite 2D estricto para εintrac es una constante
(independiente de la densidad), Ec.(6.9) da inmediatamente:

V 2D
c (z = 0) = εintrac (ζ1 →

√
δ) = µc(2D) = −0.1925. (6.31)

El límite ξ(z) →
√
δ(z) en estas expresiones se obtuvo mediante el reemplazo V11,nn′(Kq) '

δ1,nδ1,n′ . Es interesante notar que este resultado coincide con el término de orden cero de
la expansión de V11,nn′(Kq) para K pequeño, ya que V11,nn′(Kq → 0) ' δ1,nδ1,n′ . De esta
manera, también tenemos que en el límite K → 0:

Vc → εc → µc(2D). (6.32)

El límite 2D estricto para las contribuciones de intercambio y correlación al potencial de KS,
así como también el límite K → 0, dados por Ecs.(6.29), (6.31) y (6.32) respectivamente,
serán muy útiles como una comprobación de los resultados numéricos que serán presentados
en le próxima sección, para el caso de una subbanda ocupada.

6.2.3 Método numérico para el cálculo de potenciales correspondientes a

funcionales dependientes de subbandas ocupadas y desocupadas.

Para llevar a cabo el cálculo de los potenciales correspondientes a las funcionales de energía
del tipo representado por Ecs.(6.21), (6.23) y (6.24), que dependen explícitamente de orbitales
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de KS ocupados y desocupados, desarrollamos un método numérico mediante el cual evitamos
el cálculo explícito de las derivadas funcionales δExc/δξi(z) y δExc/δni que aparecen en el
OEP (ver por ejemplo Ec.(4.62)). El punto de partida es la Ec.(4.51), que reproducimos aquí
para el caso paramagnético con F = Exc (utilizando la de�nición de la función respuesta en
Ec.(4.52)):

Vxc(z) =
1
A

∫
dz′

δExc
δVKS(z′)

χ−1(z′, z). (6.33)

En Ec.(6.33) aparecen dos derivadas funcionales (tener en cuenta que estamos trabajando en
la representación {VKS , µ}, de modo que la χ(z, z′) es invertible y las derivadas funcionales
respecto a VKS son a µ constante). Una de ellas, χ−1(z, z′)= δVKS(z)/δn(z′) es la inversa
de la función respuesta de KS χ(z, z′) dada en Ec.(4.63). La otra es la derivada funcional
δExc/δVKS(z), que puede ser calculada mediante la aplicación de la regla de la cadena para
derivadas funcionales como en Ec.(4.62). Sin embargo, una manera más directa para calcular
δExc/δVKS(z) está basada en la de�nición en términos de diferencias �nitas de la derivada
funcional [ver Ec.(2.30)][11]. En el límite γ → 0:

δExc
δVKS(z0)

≡ Exc[VKS(z) + γδ(z − z0)]− Exc[VKS(z)]
γ

. (6.34)

De esta manera, la evaluación de la derivada funcional en la coordenada z0 requiere el cálculo
de la diferencia de energía �nita en el lado derecho de Ec.(6.34). Para evaluar la cantidad
Exc[VKS(z) + γδ(z − z0)], una alternativa es resolver las ecuaciones de KS Ec.(4.5) para
encontrar las funciones de onda ξn(z) y los autovalores εn correspondientes al potencial de
KS perturbado VKS(z) + γδ(z− z0), y entonces introducirlos en la expresión orbital explícita
para Exc. Esto requiere la diagonalización del hamiltoniano de KS para cada punto del
eje z discretizado. En lugar de hacer esto, y sin pérdida de generalidad, calculamos las
perturbaciones a primer orden de los factores de forma δVij,kl(q) y de las autoenergías δεn para
la perturbación δVKS(z) = γδ(z − z0), y luego evaluamos la enería utilizando las ecuaciones
(6.20)-(6.24), con los reemplazos Vij,kl(q)→ Vij,kl(q) + δVij,kl(q) y εn → εn + δεn. Utilizando
la de�nición básica de derivadas funcionales, obtenemos:

δVij,kl(q) =
∫ ∞

−∞

δVij,kl(q)
δVKS(z)

δVKS(z)dz = γ
δVij,kl(q)
δVKS(z0)

.

Aplicando la regla de la cadena una vez más, se obtiene:

δVij,kl(q) = γ
∑
α

∫ ∞

−∞

δVij,kl(q)
δξα(z)

δξα(z)
δVKS(z0)

dz. (6.35)

De Ecs.(4.56) y (4.41) obtenemos �nalmente:

δVij,kl(q) = γ
∑
α

ξα(z0)
∫ ∞

−∞
dzGα(z, z0) [δαiξk(z)Vjl(q, z)

+ δαjξl(z)Vik(q, z) + δαkξi(z)Vjl(q, z) + δαlξj(z)Vik(q, z)] .

También, de Ec.(4.59), la perturbación a primer orden de los autovalores de KS es:

δεn = γ|ξn(z0)|2.

Hemos aplicado este método para la evaluación numérica del potencial de correlación para
el caso de un pozo de KS cuadrado como describiremos en la próxima subsección. Para
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comprobar la precisión del método numérico para este sistema calculamos los potenciales de
intercambio y de correlación intra y encontramos un excelente acuerdo con los resultados
de Ecs.(6.25) y (6.26), más las correspondientes constantes de Ec.(6.5). Para comprobar
los resultados para los potenciales de correlación no − intra, veri�camos que se satisface la
Ec.(6.11) con un error numérico menor al 1% para varios llenados de la subbanda fundamental.
Un valor de γ de alrededor de 0.005 funcionó bien en todos los casos estudiados. En este punto
podemos hacer dos comentarios: (a) No hay ninguna aproximación asociada a la Ec.(6.34),
más allá del error numérico que aparece en cualquier evaluación numérica de una derivada. La
estrategia numérica mostrada en esta sección es sólo una alternativa para el cálculo de Vxc(z)
directamente de Ec.(6.33) y (b) la precisión numérica puede ser mejorada si el valor uniforme
de γ para cada z0 en Ec.(6.34) se reemplaza por un valor óptimo γ(z0), con la desventaja de
que se necesitan más evaluaciones de la funcional de energía para su implementación. Para
la aplicación simple de la siguiente subsección, la elección de un valor de γ uniforme funciona
bien, pero en aplicaciones más complicadas (como el de un pozo con muchas subbandas
ocupadas), es necesario implementar un γ(z0) no uniforme.

6.2.4 Aplicación: potencial de KS cuadrado

A los efectos de obtener una caracterización cuantitativa de los resultados presentados en la
subsección anterior, hemos aplicado los resultados al caso especial en que el potencial de KS
está dado por un pozo cuántico cuadrado con�nado por barreras in�nitas alejadas del pozo:

VKS(z) =


−Vb si |z| < l/2,
0 si l/2 < |z| < L/2,
∞ si |z| > L/2,

(6.36)

con Vb > 0 (ver Fig. 6.1). La sencillez ganada al imponer que VKS(z) esté dado por Ec.(6.36),
es que evitamos la solución autoconsistente de Ecs.(4.5) y (4.64). En lugar de ello, contamos
desde el principio con los autovalores εi y autofunciones ξi(z) de KS.1 En este modelo, los
estados con energías positivas (εi > 0) representan el espectro continuo del sistema real (i.e.
el límite L → ∞). Para efectuar los cálculos numéricos hemos tomado valores típicos de
los parámetros correspondientes a pozos cuánticos semiconductores de AlxGa1−xAs/GaAs:
Vb = 220meV , l = 245Å, m∗ = 0.067m0 y ε = 12.5.[32] A la distancia L entre las barreras
in�nitas que contienen al pozo cuántico se le dió un valor lo su�cientemente grande de modo
que los resultados numéricos fuesen independientes de ésta, y se tomaron las condiciones de
contorno ξi(z = ±L/2) = 0. Si bien aquí estamos aplicando la teoría desarrollada a lo largo de
esta sección a un pozo de KS cuadrado, debemos enfatizar que la misma, sin modi�caciones,
es aplicable al caso más general de un potencial externo Vext(z) arbitrario, aunque en este
caso el ciclo autoconsistente de Ecs.(4.5) y (4.64) no puede ser evitado para obtener VKS(z).

Para este modelo, restringiremos nuestro análisis numérico al caso 1S, para el cual de�nire-
mos un parámetro útil que caracteriza el llenado relativo de la subbanda de menor energía:

p(µ) =
µ− ε1
ε2 − ε1

.

Si la ocupación electrónica de la subbanda fundamental (i = 1) es pequeña (límite de baja
densidad), el parámetro p estará cerca de cero, mientras que si el potencial químico µ est cerca

1Si fuera necesario, el potencial externo que genera este pozo de KS cuadrado podría obtenerse por Vext(z) =

VKS(z)− Vxc(z)− VH(z).
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Fig. 6.1: Representación esquemática del modelo correspondiente al pozo cuántico semicon-
ductor. La línea llena gruesa corresponde al potencial de Kohn-Sham, aproximado por un pozo
de potencial cuadrado. Las líneas rectas horizontales corresponden a los niveles de energía
de KS de subbanda, que denotamos por εi. µ corresponde al potencial químico. El cero de
energía lo de�nimos como VKS(|z| > l/2) = 0, i.e. en la parte superior de la barrera cuadrada.
El sistema contiene unos pocos estados de subbanda ligados con energías negativas, y un gran
número de estados extendidos con energías positivas. Para todo µ tal que ε2 > µ > ε1 el
sistema está en el régimen de una subbanda ocupada (1S). Se muestran esquemáticamente
las funciones de onda de subbanda de KS asociadas a los primeros dos estados ligados.

del fondo de la primera subbanda excitada (i = 2), el parámetro p será cercano a 1 (límite
de alta densidad). Para dar una idea de las densidades involucradas (teniendo en cuenta que
para el conjunto de parámetros indicados arriba obtenemos ε2 − ε1 = 21.76 meV) notamos
que n(p = 1) = 6.1 × 1011cm−2. En esta subsección reintegraremos las dimensiones a cada
una de las magnitudes calculadas: energías en meV y longitud en Å.

En la Fig.(6.2) mostramos las energías de correlación por partícula, para la contribu-
ción intra (panel superior), las contribuciones de un electrón-hueco (εc,1) , intra − inter

(εintra−interc ) e inter (εinterc ) (panel intermedio), y una comparación entre la energía de cor-
relación total por partícula y la energía de intercambio (panel inferior). Todas estas canti-
dades las gra�camos en función del factor de llenado p y fueron obtenidas numéricamente
de Ec.(6.20) (intercambio), Ec.(6.21) (excitación de un electrón-hueco), Ec.(6.22) (intra),
Ec.(6.23) (intra− inter) y Ec.(6.24) (inter). El panel superior corresponde a la contribución
intra que que separamos en un término directo (d) y otro de intercambio (e), de�nidos por:

εintra (d)
c = − 1

(2π)2

∫∞∫
0

dp dq
2p
q
V11,11(Kq)V11,11(Kq)F

1 1
1 1 (0, p, q), (6.37)

εintra (e)
c =

1
(2π)2

∫∞∫
0

dp dqV11,11(Kq)V11,11(Kp)F
1 1
1 1 (0, p, q), (6.38)

tales que εintrac = ε
intra (d)
c + ε

intra (e)
c . Cada uno de estos términos corresponde simplemente

a los sumandos que aparecen al distribuir la suma entre corchetes en Ec.(6.22) y vemos en
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Fig. 6.2: Energía de correlación por partícula en función del parámetro de llenado p. Panel
superior: contribución intra (εintrac ). La �echa indica el límite 2D estricto para εintrac ; panel
intermedio: contribuciones de excitación de un electrón-hueco (εc,1), intra−inter (εintra−interc )
e inter (εinterc ); panel inferior: comparación entre las energías por partícula de intercambio y
correlación.

Fig.(6.2) que tienen signos opuestos. La contribución negativa (d) es siempre mayor (en valor
absoluto) que la positiva (e), y por lo tanto la energía intra resultante es siempre negativa. En
el límite de baja densidad (p → 0) recuperamos los resultados de Ec.(6.32), correspondiente
también al límite 2D estricto, εc = µc(2D)= −0.1925× 11.67 meV= −2.246 meV. Notar que
este resultado no implica que la energía de correlación total es �nita en el límite de baja
densidad, ya que para obtener esta cantidad debemos multiplicar por el factor N = AK2/2π,
y entonces la energía total va a cero linealmente con p. La energía de la contribución intra
decrece a medida que aumenta el llenado de la subbanda. En el panel intermedio de la
Fig.(6.2) gra�camos las tres contribuciones restantes a la energía de correlación por partícula.
El primer hecho notable es que la contribución intra− inter es casi dos órdenes de magnitud
menor que la contribución intra. La energía de excitaciones de un electrón hueco es aún
menor, siendo despreciable frente a todas las demás contribuciones para todos los valores
de p. Todas estas energías por partícula tienden a cero en el límite de baja densidad, y
aumentan su valor a medida que se aumenta p, mostrando así un comportamiento opuesto al
de la contribución intra. Notar sin embargo que mientras la contribución inter es la mayor
de todas, es aún menor que la contribución intra por un factor de alrededor de 4, para p ' 1.
En el panel inferior de la Fig.(6.2) hicimos una comparación de la energía de correlación
total por partícula (principalmente intra), y la energía de intercambio. Es interesante notar
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que la primera predomina sobre la segunda en el límite de muy baja densidad, cruzándose
para p ' 0.05 (n = 0.3 × 1011cm−2), valor a partir del cual intercambio predomina sobre
correlación. Para llenados de subbanda cercanos a uno, la contribución de intercambio es
alrededor de un orden de magnitud mayor que la de correlación (en valor absoluto). A
los efectos de hacer una comparación, hemos incluido también la energía de correlación por
partícula en la aproximación LDA, de acuerdo con dos parametrizaciones para el caso 3D[46],
y el caso 2D[80]. Vemos que nuestra εc está entre medio de las aproximaciones LDA(2D) y
LDA(3D) y que se aproxima a εc(3D) en el límite de alta densidad, como lo esperábamos.

Para comprobar nuestros resultados para el pozo de potencial con barrera �nita Vb, com-
paramos nuestros resultados para las energías de correlación con cálculos efectuados para el
caso más simple de un pozo con barreras in�nitas (Vb → ∞ en nuestro modelo). Para este
último modelo, Combescot et al.[56] obtuvieron expresiones perturbativas de segundo orden
similares a las nuestras para la energía de correlación, con la diferencia de que el hamilto-
niano no perturbado en su formalismo es el no interactuante, en lugar del hamiltoniano de
KS como es en nuestro caso. Una consecuencia de esto es que el término de segundo or-
den correspondiente a excitaciones de un electrón-hueco en nuestro esquema perturbativo es
mucho menor que el correspondiente en Ref.[56], y además no depende de la con�guración
particular de carga positiva. Sin embargo, el término de segundo orden correspondiente a
dos excitaciones electrón-hueco (εc,2) es idéntico a la energía εMP2 en Ref.[56], cuando εc,2
se particulariza al caso de barreras in�nitas (y una subbanda ocupada). Combescot et al.

presentaron expresiones analíticas obtenidas mediante ajustes a cálculos numéricos para las
contribuciones intra, intra− inter e inter [Ecs.(30), (35) y (38) respectivamente de Ref.[56]]
en función del parámetro λ = Kl/2π, relacionado a p por λ = l[2p(ε2 − ε1)]1/2/2π. En la
�g.(6.3) mostramos una comparación para éstas contribuciones en nuestro caso de un pozo
de barrera �nita y el modelo de Combescot et al. para barreras in�nitas. Podemos ver que
los cálculos de Ref.[56] están en buen acuerdo con los nuestros. Sin embargo, la energía intra
para el caso de barrera in�nita es mayor (en valor absoluto) que el caso de barrera �nita,
mientras que ocurre lo opuesto para las contribuciones intra − inter e inter. Esto puede
entenderse fácilmente: el límite de barrera in�nita lleva al pozo cuántico a estar más cerca del
límite 2D estricto, ya que el con�namiento es más efectivo. Como discutimos anteriormente,
el límite 2D estricto presenta la mayor contribución intra, mientras que las intra − inter e
inter decrecen en magnitud (siendo exactamente cero en el límite 2D estricto).

En la Fig.(6.4) presentamos los potenciales de correlación para el caso 1S. La línea llena
muestra el potencial correspondiente a la contribución intra, mientras que la línea a trazos
representa el potencial correspondiente a la suma de las otras tres contribuciones no-intra
(εc,1+εintra−interc +εinterc ). Para el cálculo del potencial de correlación correspondiente a estas
tres contribuciones no-intra hemos usado el método explicado en la subsección 6.2.3, pensado
especialmente para funcionales de energía dependientes de subbandas desocupadas. Podemos
observar que la magnitud del potencial correspondiente a la contribución intra, V intra

c (z),
disminuye un poco cuando el sistema pasa del régimen de baja densidad (p = 0.1) al de alta
densidad (p = 0.9). Por otro lado, el potencial de correlación asociado con la suma de las con-
tribuciones no-intra crece al aumentar p. Este comportamiento del potencial no-intra está de
acuerdo con el comportamiento creciente de las energías por partícula no-intra con p. Para el
caso estudiado con mayor llenado de subbanda (panel inferior de la �gura), ambas contribu-
ciones son comparables. El efecto en la distribución de carga electrónica es, sin embargo, muy
distinta para cada contribución: V intra

c (z) empuja a los electrones hacia el centro del pozo
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Fig. 6.3: Comparación entre las energías por partícula intra, intra − inter e inter para el
caso del pozo cuántico con barreras in�nitas (línea a trazos) y el caso de barrera �nita (línea
llena).

cuántico, mientras que la contribución no-intra repele a los electrones hacia las barreras del
pozo. Una característica notable (que no se muestra en la �gura), es que el comportamiento
suave del potencial V no−intra

c (z) resulta de la cancelación de dos comportamientos divergentes
para las contribuciones intra − inter e inter para |z| > l. Esta cancelación la observamos
claramente en el cálculo numérico, pero como no tenemos una expresión analítica para este
límite no podemos probar esta cancelación de forma rigurosa mediante un cálculo analítico.
Este hecho con�rma la importancia de incluir todas las contribuciones de manera consistente,
ya que de otro modo existe el riesgo de violar cancelaciones importantes.[81] Mientras que las
contribuciones intra − inter e inter al potencial total no-intra tienen magnitud similar, la
contribución de excitaciones de un electrón-hueco es de al menos un orden de magnitud menor
que el potencial no-intra total para todos los valores de p. Esta última contribución ha sido
despreciada anteriormente en sistemas atómicos [69] sin su�ciente justi�cación, por lo tanto
este resultado presenta una con�rmación de especulaciones previas basadas en el hecho de
que εc,1 es mucho menor que las demás contribuciones de correlación. En la sección siguiente
veremos el peligro de este tipo de argumentos, observando que en ciertos casos el potencial
de correlación es comparable al potencial de intercambio, aunque la energía de correlación
respectiva sea de aproximadamente un orden de magnitud menor que la de intercambio. Esto
se debe simplemente a que el potencial es una derivada de la energía y por lo tanto una energía
pequeña no implicará necesariamente un potencial pequeño.

En la Fig.(6.5) comparamos el potencial de correlación total Vc(z) (línea llena gruesa, eje
y de la izquierda) con la contribución dominante en el límite de baja densidad V intra

c (z) (línea
a trazos, eje y de la izquierda). En el límite de baja densidad (p = 0.1) la contribución intra
provee prácticamente la totalidad del potencial de correlación, de acuerdo con los resultados
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Fig. 6.4: Potenciales V intra
c (z) y V no−intra

c (z) para distintos llenados de subbanda p. Las
�echas en z = ±122.5Å indican la posición de las barreras �nitas de potencial.

de la subsección 6.2.2 donde mostramos que las contribuciones no-intra tienden a cero en el
límite K → 0. Para llenados de subbanda crecientes (p = 0.5 y p = 0.9) el rápido crecimiento
de las contribuciones no-intra causa un achatamiento del potencial de correlación total. Un
aspecto notable que no está presente en las situaciones de llenado p = 0.1 y p = 0.5 es
la aparición de una estructura de doble pozo en Vc(z) para p = 0.9, con una débil barrera
respulsiva en z = 0. Este potencial de correlación con forma de doble pozo es reminiscente de
resultado similares en estudios basados en el método de Mote Carlo cuántico para un cable
cuántico semiconductor, aunque en ese caso el potencial de intercambio y correlación xc no
fue separado en sus componentes x y c.[82] El potencial de intercambio se incrementa en valor
absoluto de ∼ 4meV para p = 0.1 a alrededor de 10 meV en el régimen de alta densidad,
siendo alrededor de 10 veces mayor que el potencial de correlación para p = 0.9. A diferencia
del potencial de correlación, no tiene ninguna estructura de doble pozo y es atractivo para
todo z y para todo llenado.

En la Fig.(6.6) mostramos los resultados para Vc(z) en distintas aproximaciones. La
dos líneas rectas horizontales corresponden a dos aproximaciones para el límite 2D estricto:
µLDAc (2D) [80] (línea a trazos delgada), y µc(2D) = −2.246meV (línea llena delgada). Como
estos últimos corresponden a límites 2D estrictos, no tienen por lo tanto ninguna dependencia
en la coordenada z. µLDAc (2D) ha sido evaluada en la densidad 2D correpsondiente n2D =
K2/2π, y se aproxima a µc(2D) a medida que aumenta la densidad, como puede esperarse
ya que µc(2D) es el límite de alta densidad exacto de µLDAc (2D). Las líneas gruesas llenas
corresponden a Vc(z) para nuestra funcional de segundo orden mientras que las líneas a trazos
gruesas corresponden a la aproximación LDA V LDA

c (z) correspondiente a una interpolación
de la energía de correlación dada en Ref.[46]. Nuestro Vc(z) es siempre menor que µLDAc (2D)
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Fig. 6.5: Comparación entre Vc(z), su contribución dominante para baja densidad V intra
c (z),

y Vx(z) para distintos llenados de subbanda. Notar que el eje y de la izquierda corresponde
a Vc(z) y V intra

c (z), mientras que el eje y de la derecha corresponde a Vx(z), como indican
las �echas horizontales. Notar también que |Vc(z)| < |Vx(z)| para todo z y todo p, y que las
escalas y a izquierda y derecha son distintas.

y µc(2D). Esto concuerda con nuestro análisis de las correlaciones en la sección 2.5, en la
cual vimos que los efectos de las correlaciones aumentan al disminuir la dimensionalidad del
gas. Por otro lado, el pozo de potencial provisto por Vc(z) es mayor que el pozo provisto por
V LDA
c (z) en el pozo cuántico. Esto es razonable, ya que Vc(z) fue calculado rigurosamente

para el caso C2D, mientras que V LDA
c (z), fue derivado tomando como sistema de referencia

la funcional de energía de correlación correspondiente al gas 3D homogéneo, en el que las
correlaciones son más débiles que para el gas 2D.2 La misma tendencia ha sido observada
en átomos[82], y cables cuánticos semiconductores.[83] En la Fig.(6.2) mostramos que εc es
mayor en valor absoluto que εLDAc (3D) para todos los valores de p, aunque ambos valores se
aproximan en el límite de alta densidad p ∼ 1. Esto es reproducido cualitativamente por los
correspondientes potenciales de correlación, ya que como vemos en �g.(6.6) ambos potenciales
tienden a superponerse en la región de alta densidad para valores crecientes de p. No obstante
esta superposición, Vc(z) desarrolla una estructura de doble pozo ausente en el potencial de
correlación en la LDA. Esta característica del potencial de correlación a segundo orden en
teoría de perturbaciones de KS tiene el efecto de empujar a los electrones desde el centro
hacia las paredes del pozo cuántico. Como discutimos antes en la Fig.(6.4) este efecto se
debe exclusivamente a las contribuciones no-intra al potencial, cuya suma forma un potencial

2Como no se efectuó autoconsistencia, los potenciales de correlación correspondientes pertenecen a poten-

ciales externos que pueden diferir a lo sumo en una cantidad del orden del potencial de correlación. Puede

mostrarse que el efecto de esta pequeña perturbación en los potenciales de correlación respectivos es despre-

ciable en comparación con las diferencias observadas en Fig.(6.6).
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Fig. 6.6: Comparación de Vc(z) con otras aproximaciones, para distintos llenados de subbanda
p. En el panel superior se incluye el potencial de KS escaleado a modo de referencia.

repulsivo que crece rápidamente a medida que se agregan electrones al pozo cuántico.

6.2.5 Conclusiones

En esta sección hemos estudiado el potencial de correlación correspondiente a gases de elec-
trones cuasibidimensionales, tales como los formados en la interfaz entre dos semiconductores
con brechas distintas. El potencial de correlación lo obtuvimos haciendo uso del formal-
ismo OEP para sistemas C2D. La mayoría de los resultados mostrados aquí corresponden al
caso relevante de una subbanda ocupada. La funcional de correlación utilizada proviene de
teoría de perturbaciones de KS (o Goerling Levy) a segundo orden en la constante de acople.
Una característica importante que distingue a esta funcional de otras funcionales orbitales
(como la de intercambio exacto), es que depende de orbitales de KS ocupados y desocupa-
dos, complicándose de modo considerable el cálculo de los potenciales. Por esta razón hemos
desarrollado un método numérico para encontrar el potencial correspondiente a este tipo de
funcionales.

Obtuvimos los siguientes resultados: a) el potencial de correlación es la suma de varias
contribuciones. De éstas, la más importante es la denominada intra, que involucra dos excita-
ciones electron-hueco dentro de la misma subbanda; b) cuando los resultados teóricos se llevan
al límite 2D estricto, recuperamos los resultados conocidos correspondientes al gas homogéneo
2D; y c) el potencial de correlación es �nito para todo z, y debido a las contribuciones inter
subbanda forma una estructura de doble pozo no observada en la LDA ni en la contribución
de intercambio exacto.
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6.3 Discontinuidades en la estructura electrónica de pozos cuán-

ticos: intercambio versus correlación

S.Rigamonti y C.R. Proetto, Phys. Rev. Lett. 98, 066806 (2007)

En la sección anterior investigamos un sistema C2D muy sencillo: VKS cuadrado y una sola
subbanda ocupada. Esto nos permitió, por un lado, veri�car el cumplimiento de límites 2D
exactos, así como también la comprobación de un método numérico general, que desarrollamos
para el tratamiento de funcionales que depenen tanto de orbitales ocupados como desocupados.
Por otro lado, el análisis del potencial de correlación evidenció una estructura de doble pozo
ausente en otras aproximaciones, incluso en la contribución de intercambio exacto. En esta
sección, comprobaremos que esta estructura, que tiene un efecto repulsivo entre los electrones
(i.e., tiende a separar espacialmente la distribución de carga), no es especí�ca de sistemas con
una sola subbanda ocupada, sino que se observa (de manera muy notable) en un sistemas con
más de una subbanda ocupada y compite con la contribución de intercambio, que introduce
el efecto contrario de acumular espacialmente la carga en una región reducida.

El sistema C2D que estudiaremos en esta sección corresponde al gas de electrones formado
en la interfaz entre dos semiconductores de GaAs y AlGaAs. El sistema estudiado es idéntico
al descripto anteriormente en la sección 5.3. Sin embargo, a los efectos de de�nir la notación
en esta sección, presentamos esquemáticamente el sistema en la Fig.(6.7) (recuadro superior
derecho). El método de cálculo del potencial de correlación en TPKS a segundo orden es el
descripto en la subsección 6.2.3. A diferencia de los resultados de la sección anterior, en este
estudio todos los cálculos son autoconsistentes.

En la subsección 6.3.1 presentaremos resultados numéricos para la discontinuidad que
presenta la estructura electrónica del pozo cuántico en la transición 1S → 2S, incluyendo
efectos de intercambio y correlación exactos (a segundo orden). Continuamos luego con una
descripción analítica de la discontinuidad de Vxc(z) en la transición (subsección 6.3.2). Esto
último nos permitirá separar de manera limpia las contribuciones de intercambio y correlación,
viendo la importancia de las discontinuidades de la derivada en la transición. En la subsección
6.3.3 compararemos nuestros resultados con evidencia experimental disponible para este tipo
de sistemas. Finalmente presentamos las conclusiones en la sección 6.3.4.

6.3.1 Resultados numéricos y descripción de la transición 1S → 2S

En la Fig.(6.7) presentamos el espaciamiento entre las energías de las primeras dos subban-
das del pozo cuántico: ε12 ≡ ε2 − ε1, en función de Γ ≡ µ − ε2, para tres aproximaciones
a Exc: LDA, intercambio exacto con correlación LDA [X(X) − C(LDA)], y X(X) mas cor-
relación parcialmente exacta (EGL(2)

c ), que denotaremos como X(X) − C(pX). Con la frase
�correlación parcialmente (p) exacta (X)� abreviamos el de�nición más precisa: contribución
exacta del término de correlación de segundo orden en TPKS. Notar que los valores de ε12
que resultan en las tres aproximaciones están notablemente cercanos en todo el régimen de
una subbanda ocupada (1S), y en el régimen de dos subbandas ocupadas (2S) con ocupación
importante de la segunda subbanda, pero que aparecen notables diferencias en los distintos
valores de ε12 cuando la ocupación de la segunda subbanda es pequeña. Comenzando con la
aproximación X(X)−C(LDA), observamos que ε12 muestra un salto positivo abrupto en la
transición de una a dos subbandas ocupadas (1S → 2S)[28]. Como vimos en la sección 5.3,
esta discontinuidad es provocada por la interacción de intercambio. Si en cambio observamos
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la curva ε12 correspondiente a la aproximación X(X)−C(pX) vemos que el efecto de incluir
la correlación parcialmente exacta es introducir un salto negativo en la transición 1S → 2S ,
por lo que el efecto de la correlación es contrario al del intercambio y además lo supera. La
curva correspondiente a la LDA se encuentra entre medio de las discontinuidades descriptas
en Γ = 0, mostrando solamente una discontinuidad en la derivada. El recuadro inferior de
la Fig.(6.7) muestra el Vxc(z) en las distintas aproximaciones para un valor de llenado de la
segunda subbanda de Γ ' 0.5, cerca de la transición 1S → 2S. El potencial de intercambio y
correlación Vxc(z) en la aproximación X(X)−C(LDA) vemos que presenta una barrera en la
región de mayor peso de la función de onda de la segunda subbanda ξ2(z), provocando de este
modo un corrimiento positivo del autovalor de KS ε2 cuando se ocupa con pocos electrones
la segunda subbanda, mientras que el autovalor ε1 queda prácticamente inalterado ya que el
potencial de intercambio varía poco en la región de mayor densidad, que es donde tiene mayor
peso la función de onda ξ1(z). Esto explica, en términos del potencial de intercambio obtenido,
el salto positivo de ε12 en la aproximación de intercambio exacto X(X). Por otro lado esto
es también físicamente razonable: la barrera de potencial que desarrolla el potencial de in-
tercambio exacto, bloquea la ocupación de la segunda subbanda. De esta manera, la energía
de intercambio es optimizada, ya que de otro modo, la separación espacial provocada por el
llenado de la segunda subbanda reduciría el intercambio al aumentar la separación epacial en-
tre los electrones. El comportamiento del potencial Vxc(z) en la aproximación X(X)−C(pX)
(línea llena en el recuadro inferior de Fig.(6.7)) es opuesto: en lugar de desarrollar una bar-
rera como en la aproximación X(X)− C(LDA), ante una pequeña ocupación de la segunda
subbanda el potencial desarrolla un pozo profundo, provocando una disminución abrupta de
ε2 manteniendo mas o menos constante ε1. Esto explica la disminución abrupta de ε12 en esta
aproximación. En términos físicos simples, esto puede entenderse teniendo en cuenta que el
potencial Vxc(z) produce una separación espacial de la carga al promover la ocupación de la
segunda subbanda (creando un pozo donde ésta tiene mayor peso). Esto disminuye la energía
de correlación y su energía repulsiva asociada. El potencial de intercambio y correlación en
la aproximación LDA (línea punteada en el recuadro inferior) muestra el comportamiento
continuo esperado en la transición.

6.3.2 Cálculo analítico de la discontinuidad de Vxc(z) en la transición 1S →
2S

No obstante la complejidad de las funcionales de intercambio y correlación involucradas, los
resultados numéricos de la subsección precedente nos animan a la búsqueda de una explicación
analítica sencilla para los efectos observados. Quisiéramos de algún modo encontrar analíti-
camente la porción del potencial de xc que debe ser sumada al potencial en el régimen 1S
[V 1S
xc (z)] para obtener la protuberancia (en el caso X(X)− C(LDA)) o el pozo de potencial

(en el caso X(X)−C(pX)) que se forma en V 2S
xc (z) y que, respectivamente, impide o favorece

la ocupación de la segunda subbanda. Con este objetivo en mente, desarrollamos en esta
sección una derivación analítica de los resultados mostrados en la Fig.(6.7), para Γ ' 0, i.e.,
en un entorno de la transición 1S → 2S.

En el límite |Γ| → 0, la funcional orbital Exc puede ser aproximada por:

E(α)
xc = P (α)

xc + ΓQ(α)
xc , (6.39)
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Fig. 6.7: Energía de intersubbanda ε12 en función de Γ. Los valores negativos (positivos) de Γ
corresponden al régimen 1S (2S). Recuadro superior: representación esquemática del modelo
para el pozo cuántico semiconductor con dopaje modulado. Un plano metálico cargado (línea
delgada vertical a la derecha) induce un campo eléctrico en la dirección z que promueve una
transferencia de carga al pozo cuántico desde una región de impurezas donoras ionizadas
(línea gruesa vertical a la izquierda) que actúa como un reservorio de partículas que �ja
el potencial químico µ. Si el plano metálico se carga positivamente (negativamente), más
(menos) electrones son transferidos hacia el pozo cuántico. Recuadro inferior: Vxc(z) en las
mismas tres aproximaciones que ε12 para Γ = 0.5 meV. El pozo cuántico se extiende desde
z = 50Å hasta z = 295Å.

con α = 1S, 2S. En Ec.(6.39) tenemos:

P (1S)
xc = Exc(Γ → 0−),

P (2S)
xc = Exc(Γ → 0+),

Q(1S)
xc =

∂Exc
∂Γ

∣∣∣∣
0−
,

Q(2S)
xc =

∂Exc
∂Γ

∣∣∣∣
0+

.

De las expresiones (4.42), (4.44) y (4.45) para Ex, Ec,1 y Ec,2 puede verse (reescribiendo
aquellas expresiones en términos de las ocupaciones y particularizando para Γ = 0 en los
casos 1S y 2S) que P (1S)

xc = P
(2S)
xc = Pxc, y que Q(1S)

xc 6= Q
(2S)
xc , i.e., para un conjunto �jo de

εi6=2's y ξi(z)'s, la funcional de intercambio y correlación es continua en la transición 1S → 2S,
pero su derivada es discontinua. Las expresiones explícitas para Pxc, Q

(1S)
xc y Q(2S)

xc nos las
necesitaremos para la presente derivación. Si insertamos la Ec.(6.39) en la ecuación OEP
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Ec.(4.51) con F reemplazado por E(α)
xc , obtenemos:

V (α)
xc (z)=

∫ [
δPxc

δVKS(z′)
−Q(α)

xc |ξ2(z′)|2
]
χ−1
α (z′, z)dz′. (6.40)

Aquí hemos usado el resultado δΓ/δVKS(z)= −δε2/δVKS(z)= −|ξ2(z)|2 (ver Ec.(4.59)). Tam-
bién hemos eliminado un término lineal en Γ, que se hace arbitrariamente pequeño en el límite
Γ → 0. De la Ec.(4.63) para χσ(z, z′), podemos obtener fácilmente una expresión para la fun-
ción respuesta en el límite Γ → 0+ en términos de la función respuesta para el caso 1S:

χ2S(z, z′) = χ1S(z, z′)−
∣∣ξ2(z)ξ2(z′)∣∣2 /π. (6.41)

La inversa de Ec.(6.41) puede calcularse analíticamente mediante el uso de la técnica de
Sherman-Morrison[84], con el resultado:

χ−1
2S (z, z′) = χ−1

1S (z, z′) +D(z)D(z′)/[π(1 + λ)]. (6.42)

En esta expresión, la función D(z) y λ vienen dados, respectivamente, por:

D(z) =
∫
χ−1

1S (z, x)|ξ2(x)|2dx,

λ = −π−1

∫
D(x)|ξ2(x)|2dx.

Como puede deducirse de Ec.(6.42), χ−1(z, z′) es discontinua en la transición 1S → 2S,
así como también lo es χ(z, z′), como se deduce de Ec.(6.41). Utilizando la Ec.(6.40) para
α = 1S, 2S y reemplazando en la misma por la expresión explícita para χ−1

2S (z, z′) dada en
Ec.(6.42), llegamos al siguiente resultado:

∆Vxc(z) ≡ V (2S)
xc (z)− V (1S)

xc (z) =
Cxc

1 + λ
D(z), (6.43)

donde la cantidad Cxc está de�nida por:

Cxc =
1
π
〈V (1S)
xc 〉2 −∆Qxc,

con
〈O〉i =

∫
dx|ξi(x)|2O(x),

∆Qxc = Q(2S)
xc −Q(1S)

xc .

La ecuación (6.43) es un importante resultado, que muestra explícitamente cómo es la depen-
dencia funcional en z del cambio discontinuo del potencial Vxc(z) en la transición 1S → 2S.
Para una transición de subbanda arbitraria NS → (N + 1)S puede demostrarse, siguiendo
pasos análogos a los mostrados en Ecs.(6.39)-(6.43), que el resultado de Ec.(6.43) sigue siendo
válido, con los reemplazos 1 → N y 2 → N + 1.

La Ec.(6.43), como vimos, se obtiene rigurosamente de Ec.(6.39). Sin embargo, es necesario
que veamos bajo que condiciones Ec.(6.43) se satisface. Para obtener la continuidad de la
funcional P (1S)

xc = P
(2S)
xc = Pxc, hemos supuesto de forma implícita que los conjuntos de

orbitales {ξi(z)} y energías {εi} son los mismos para los límites Γ → 0− y Γ → 0+. En
términos de los cálculos numéricos autoconsistentes con los que se obtuvo la Fig.(6.7), esto
es equivalente a extrapolar los resultados obtenidos para el caso 1S en el límite Γ → 0−
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Fig. 6.8: Líneas llenas: Ex en la aproximación rígida (línea delgada) y autoconsistente (línea
gruesa); líneas a trazos: EGL(2)

c en la aproximación rígida (línea delgada) y autoconsistente
(línea gruesa). Notar el corte en la escala vertical. Recuadro: potenciales de intercambio
y correlación (líneas llenas) y función D(z) (línea punteada, unidades arbitrarias) para Γ =
− 0.01 meV.

al caso 2S Γ → 0+, efectuando un único lazo iterativo (análogo al explicado en sección 5.2
con Vx reemplazado por Vxc). El resultado obtenido para Exc en esta aproximación, que
denominaremos aproximación rígida, está dado por las líneas rectas en la Fig.(6.8), con las
contribuciones de intercambio (Px + ΓQαx , líneas llenas) y de correlación (Pc + ΓQαc , líneas
a trazos) gra�cadas por separado. Si la aproximación para Exc es tal que ∆Vxc(z) 6= 0
(esto ocurre cuando Cxc 6= 0), es evidente que la solución autoconsistente llevará a una
discontinuidad, no sólo en la derivada (como ya teníamos en la aproximación rígida que
Q

(1S)
xc 6= Q

(2S)
xc ), sino también en el valor mismo de la funcional en Γ = 0: P (1S)

xc 6= P
(2S)
xc . Los

resultados autoconsistentes corresponden a las líneas gruesas llena (Ex) y a trazos (Ec) en
Fig.(6.8). Por otro lado, si la aproximación es tal que Cxc = 0, no habrá ninguna dicontinuidad
del tipo de Ec.(6.43), ni en la aproximación rígida ni en la solución autoconsistente. Esto
último sucede, por ejemplo, en la aproximación LDA.

Es interesante analizar el coe�ciente Cxc separado en sus contribuciones de intercambio
(x) y correlación (c): Cn = 〈V (1S)

n 〉2/π − ∆Qn, con n = x, c. El análisis de los resultados
mostrado en la Fig.(6.8) nos lleva a la conclusión de que Cx < 0 y Cc > 0, considerando
que D(z) < 0 (ver recuadro inferior en la Fig.(6.7)). Cualitativamente esto sucede de la
siguiente manera: a) en el caso de intercambio, 〈V (1S)

x 〉2 es grande y negativo (ver recuadro
de Fig.(6.8)), mientras que −∆Qx es una cantidad positiva relativamente pequeña resultando
en Cx < 0; b) para la correlación, 〈V (1S)

c 〉2 es una cantidad muy pequeña (ver recuadro de
Fig. 6.8), mientras que −∆Qc es un número positivo relativamente grande, dando en suma
Cc > 0. El resultado neto es que la correlación sobrepasa al intercambio (Cxc = Cx + Cc >

0), y ∆Vxc(z) da una contribución negativa que resulta en el pozo atractivo a la derecha
mostrado en el recuadro inferior de Fig.(6.7). Es importante notar que esta predominancia
de la correlación sobre el intercambio sucede aún cuando |EGL(2)

c | � |Ex| [ver Fig.(6.8)]. Sin
embargo, como muestra claramente Ec.(6.43), no es únicamente la magnitud de la funcional
de xc lo que importa (representada por la contribución 〈V (1S)

xc 〉2), sino también las derivadas
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Fig. 6.9: Líneas llenas gruesas: densidades de subbanda n1 y n2 (panel superior) y energía
de intersubbanda ε12 (panel inferior) como función de µ− ε1. Líneas a trazos: n2 y ε12 cor-
respondientes al llenado contínuo de la segunda subbanda. Recuadros: datos experimentales
de Ref.[53].

correspondiente (representadas por el término ∆Qxc). Esto ejempli�ca de manera contundente
el peligro de despreciar la contribución de correlación frente al intercambio en la vecindad de
una transición de subbanda haciendo uso del argumento de que la energía de correlación es
mucho menor que la energía de intercambio.

6.3.3 Evidencia experimental

Afortunadamente, podemos comparar nuestros resultados con observaciones experimentales.
En el recuadro situado en el panel superior de la Fig.(6.9) mostramos los valores experimen-
tales para las densidades de subbanda n1 y n2, gra�cadas en función del nivel de Fermi medido
desde el tope de la banda de valencia[53]. Los datos fueron obtenidos de un análisis cuantita-
tivo de per�les de mediciones de fotoluminisencia. Observamos que cuando el nivel de Fermi
�toca� el fondo de la segunda subbanda, la densidad electrónica n2 salta de cero a un valor
�nito que está entre 3× 1010 y 8 × 1010 cm−2, dependiendo de la temperatura [53]. La den-
sidad electrónica de la subbanda de menor energía, por otro lado, se incrementa suavemente
de manera continua a medida que se aumenta el voltaje, sugiriendo que el campo eléctrico se
acopla esencialmente a la ocupación 1S , lo cual es razonable ya que es la subbanda con mayor
ocupación. Este hecho nos motiva a gra�car nuevamente los resultados para ε12 en Fig.(6.7),
pero esta vez en función de µ − ε1, en el panel inferior de Fig.(6.9). Claramente los valores
teóricos de n1, n2, y ε12 versus µ − ε1 concuerdan muy bien con los datos experimentales,
tanto cualitativa como cuantitativamente. Por ejemplo, el valor teórico para el salto negativo
de ε12 en µ− ε1 ' 25 meV, es de alrededor de 3.3 meV, en excelente acuerdo con el valor de
3.5 meV para el salto estimado del experimento (ver recuadro en panel inferior).

6.3.4 Observaciones y conclusión

Los resultados obtenidos están íntimamente relacionados con el tema de la discontinuidad de la
derivada en DFT para ensambles [85]. Entre las importantes consecuencias derivadas de esta
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extensión de la DFT a número de partículas fraccionario, quizás la más importante sea que la
brecha semiconductora no es exactamente la brecha dada por la estructura electrónica de los
niveles de energía de KS [22], sino que la brecha del sistema real está dada por la suma de la
brecha de KS más la denominada discontinuidad de xc, ∆xc. Las aproximaciones continuas a
funcionales de energía de xc, incluyendo todas las aproximaciones usuales tipo LDA's y GGA's,
fallan en producir el valor correcto para ∆xc, dando como resultado una subestimación muy
importante de la brecha para la mayoría de los semiconductores y aislantes. En un trabajo
muy reciente Grüning et al. clari�caron la situación teórica, obteniendo un buen acuerdo
entre brechas experimentales y teóricas de Si, LiF, y Ar[86], mediante el uso de una funcional
orbital para la contribución de correlación, correspondiente al apantallamiento dinámico de
la interacción coulombiana (aproximación GW). Se encontró que ∆xc contribuye en alrededor
del 30%−50% a la brecha. Estos resultados, para un tipo distino de sistemas, son consistentes
con los obtenidos en esta tesis.

En conclusión, hemos obtenido, dentro del formalismo DFT, la discontinuidad intrínseca
de la funcional de energía de xc para un sistema realista. De la comparación con resultados
experimentales, mostramos que la funcional de energía de xc generada por teoría de perturba-
ciones de Kohn-Sham a segundo orden para el gas 2D describe bien las propiedades de la fun-
cional exacta (que es desconocida). El hallazgo principal es que en la transición 1S → 2S , el
potencial de intercambio y correlación y las energías de intersubbanda asociadas se comportan
de manera discontinua, con contribuciones opuestas de intercambio y correlación, compitiendo
en la discontinuidad, y con la correlación superando a la contribución de intercambio.



Capítulo 7

Conclusiones generales

7.1 Introducción

En esta tesis hemos encontrado una expresión exacta a segundo orden en teoría de perturba-
ciones de KS (TPKS) para la energía de intercambio y correlación. También hemos desarrol-
lado métodos numéricos y teóricos para encontrar el potencial de intercambio y correlación
correspondiente a esta aproximación a la funcional de intercambio y correlación. Todos estos
desarrollos numéricos y teóricos fueron diseñados para su aplicación a sistemas cuasi bidimen-
sionales con invariancia traslacional en el plano x− y. Hemos aplicado los resultados teóricos
a distintos sistemas modelo en la aproximación de la masa efectiva.

7.2 Intercambio exacto

El desarrollo de la tesis comenzó con un estudio detallado de la interacción de intercambio,
que es la contribución a la energía total debida a la correlación cuántica o de Pauli. En la apli-
cación a un doble pozo cuántico, pudimos analizar el hueco de intercambio exacto en distintas
situaciones, observando que es fuertemente no local en regiones de baja densidad del sistema,
contrastando en gran manera con la simetría esférica presente en el hueco de intercambio a la
LDA. No obstante esta gran diferencia entre los huecos de intercambio en las distintas aproxi-
maciones, no se ve esto re�ejado tan drásticamente en las energías por partícula. Esto se debe
en parte a que en el cálculo de la energía total del sistema interviene solamente el promedio
esférico del hueco [11]. Sin embargo, la gran dispersión del hueco de intercambio a la LDA
tiene como consecuencia una notable subestimación de la energía de intercambio por partícula
en situaciones de con�namiento muy efectivo del gas, cuando el sistema se aproxima a una
situación estrictamente bidimensional. En este caso XX funciona muy bien, obteniéndose una
excelente concordancia con cálculos precisos con el método de Monte Carlo Variacional. Al
variar el ancho de los pozos, pudimos observar el desarrollo de la transición 3D→2D mani-
festada en la evolución de la energía de intercambio por partícula desde un valor próximo al
límite 3D homogéneo hacia un valor cercano al 2D estricto homogéneo (aunque menor, ya que
la extensión en z de las funciones de onda debilita un poco las correlaciones con respecto al
caso 2D estricto), con una evidente intensi�cación de las correlaciones.

El paso siguiente fue aplicar el método de XX a un sistema más realista: el pozo cuántico
formado en una heteroestructura semiconductora con dopaje lateral modulado. En este sis-
tema la densidad de electrones en el pozo cuántico puede ser variada mediante la aplicación de
un campo eléctrico en la dirección z. Así, se ha podido observar experimentalmente mediante
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espectroscopía de fotoluminiscencia la estructura de subbandas de estos pozos. En particular,
se estudió experimentalmente la transición 1S→2S de una a dos subbandas ocupadas y se ob-
servaron abruptas renormalizaciones de la estructura electrónica en la transición. El análisis
teórico efectuado arrojó importantes resultados referentes al límite asintóntico del potencial
de XX: el potencial de XX se comporta como −1/z + cte en el límite z → ∞ con cte una
constante dependiente del valor medio del potencial de XX en el orbital de KS ocupado más
energético. Por un lado, el comportamiento −1/z (robusto ante la adición de correlación), es
muy interesante desde el punto de vista del estudio del potencial de carga imagen que sienten
los electrones situados frente a una super�cie metálica (ver Ref.[31]). Por otro lado, se obtiene
que la constante asintótica cambia de manera discontinua en la transición 1S→2S. Pudimos
además obtener una separación analítica del potencial XX en tres términos bien diferenciados.
Dos de ellos no cambian en gran manera en la transición, mientras que uno de ellos desarrolla
una joroba en la región espacial en que la subbanda que se está vaciando tiene mayor peso. El
efecto sumado de la joroba y del salto en la constante asintótica trae aparejado una notable
discontinuidad en la estructura electrónica del pozo cuántico.

No obstante haber obtenido una discontinuidad, el sentido de la misma es el opuesto al
observado en el experimento. Este hecho nos hizo sospechar que la energía de correlación, aún
dando una contribución casi diez veces más pequeña que la energía de intercambio, podría
ser la responsable de la discrepancia. Esto nos impulsó a buscar una funcional de correlación
compatible con la contribución de intercambio exacto. Esta mejora, que implica salirse de
los esquemas locales proporcionados por las funcionales usuales de LDA o GGA, es realmente
muy laboriosa, pero nos llevó a una correcta apreciación de la contribución de correlación.

Es importante resaltar que los resultados obtenidos para XX no dependen en gran manera
de la aproximación que se haga para la contribución de correlación. Esto se debe a que las
ecuaciones básicas para calcular ambas contribuciones son separables en sus componentes x y
c, y los resultados analíticos obtenidos para la contribución de intercambio son independientes
de c. En la autoconsistencia sin embargo, si la correlación produce cambios grandes en los
orbitales de KS, puede haber efectos notables en la contribución de intercambio.

7.3 Correlación parcialmente exacta

El siguiente paso fue el desarrollo teórico conducente a obtener una funcional de correlación
compatible con intercambio exacto. Esto lo logramos mediante la aplicación de la TPKS
a segundo orden aplicada a la con�guración C2D. El tipo de funcional implícita obtenida,
dependiente tanto de orbitales de KS ocupados como desocupados, nos presentó varios desafíos
teóricos y numéricos. Los primeros los superamos mediante la extensión del formalismo OEP
para su aplicación a este tipo más general de funcionales, permitiéndonos, entre otras cosas,
la obtención de límites 2D correctos. Para superar las di�cultades numéricas elaboramos un
nuevo método numérico para el cálculo de potenciales correspondientes a funcionales orbitales
dependiente tanto de orbitales de KS ocupados como desocupados.

Debido a la complejidad de la funcional de correlación, comenzamos su estudio en la
aplicación a un sistema muy sencillo: un potencial de KS cuadrado con una sola subbanda
ocupada. De este modo evitamos tener que hacer cálculos autoconsistentes y disminuimos
el orden de las integrales. Obtuvimos por un lado resultados teóricos satisfactorios para los
límites 2D estrictos de las funcionales, con�rmando la exactitud del método OEP desarrollado
para sistemas C2D. Por otro lado observamos que para densidades altas (donde mejor se aplica
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la teoría perturbativa), el potencial de correlación desarrolla una estructura de doble pozo,
causada principalmente por términos de excitaciones inter subbanda, que tiende a separar
la distribución de carga, acumulándola contra las paredes del pozo. Si bien esta barrera de
potencial repulsiva es bastante débil para el caso de una subbanda, implica una característica
notable de la contribución de correlación, no obtenida en aproximaciones locales.

Finalmente concluimos esta tesis retomando el sistema realista que habíamos estudiado
en la aproximación XX, i.e., el pozo cuántico semiconductor. La implementación numérica
de los cálculos en teoría de perturbaciones de KS al caso de la transición 1S→2S nos planteó
dos di�cultades importantes. Por un lado, las integrales de intersecciones de círculos, que
complican la determinación de límites de integración, deben ser generalizadas para círculos de
distinto radio, y por otro lado la naturaleza discontinua de la transición di�culta la obtención
de resultados autoconsistentes.

Obtuvimos los siguientes resultados: al ocupar con pocos electrones la segunda subbanda,
el potencial de correlación desarrolla un gran pozo de potencial en la región donde tiene peso
la segunda subbanda. Notablemente, el efecto de esta discontinuidad en el potencial de cor-
relación sobre la esctructura electrónica supera el efecto que produce la barrera de potencial
creada por la contribución de intercambio. Esto es muy notable ya que la energía de cor-
relación es aproximadamente un orden de magnitud más pequeña que la de intercambio, y
evidencia por lo tanto el importante efecto de las discontinuidades de derivada en las fun-
cionales de xc. En consecuencia, la discontinuidad en la estructura electrónica producida por
la discontinuidad conjunta de los potenciales de intercambio y correlación dio �nalmente el
sentido y la magnitud observada experimentalmente, con�rmando la excelente aproximación
de la funcional de correlación a segundo orden en teoría de perturbaciones de KS.

Finalmente, del análisis teórico del OEP para pequeñas ocupaciones de la subbanda ocu-
pada más energética, obtuvimos una expresión analítica exacta para la discontinuidad del
potencial de xc cada vez que se ocupa una nueva subbanda.

7.4 Trabajo futuro

Los resultados obtenidos en esta tesis promueven un análisis más profundo de los esquemas
de cálculo utilizando funcionales implícitas. Por un lado, queda por determinar analítica-
mente el límite asintótico de funcionales implícitas que dependen tanto de orbitales ocupados
como desocupados. El resultado transparente obtenido para funcionales que solo dependen
de subbandas ocupadas sugiere la obtención de un resultado simple también para el caso más
general, usando análisis asintóticos como los llevados a cabo en el Apéndice C.

Por otro lado queda pendiente también un mejor entendimiento del tipo de soluciones
obtenido con estas funcionales discontinuas: en ciertos casos, para una dada densidad bidi-
mensional (

∫
dzn(z)), se obtienen dos soluciones autoconsistentes, una con una subbanda

ocupada y otra con dos subbandas ocupadas (notar que esto no implica una violación al teo-
rema de HK, ya que la dependencia funcional n(z) es distinta para ambas soluciones). En el
caso del pozo cuántico tomamos como parámetro de control el llenado continuo de la primera
subbanda, que se acopla con el campo externo como se observa del experimento, para decidir
qué solución elije el sistema. Sin embargo, en otros experimentos se observa que la posición
de la discontinuidad no es la misma si se efectúa la medición siguiendo el camino 1S→2S o
el camino inverso 2S→1S [53, 87], presentándose una histéresis en la transición. Esto quizás
sea evidencia de estados metaestables, que podrían ser predichos por la teoría desarrollada en
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esta tesis.
Otra extensión inmediata de esta teoría sería en el estudio de fases polarizadas, dado que

existe evidencia experimental reciente de polarización de la segunda subbanda en la transición
1S→2S [88].

Recientemente se han encontrado notables discontinuidades en la estructura electrónica
de subbandas unidimensionales. Estos experimentos han sido efectuados en cables cuánticos
fabricados por litografía electrónica sobre heteroestructuras de AlGaAs/GaAs. Mediciones
de la conductancia diferencial han mostrado abruptas renormalizaciones cada vez que un
canal se ocupa con electrones. [89] Estos experimentos no han podido ser explicados con las
aproximaciones usuales tipo LDA, por lo que este trabajo sugiere la extensión del formalismo
desarrollado en esta tesis a sistemas unidimensionales.



Apéndices

97





Apéndice A

Comportamiento asintótico de

uintra
c,1 (z) y ux,1(z)

En este apéndice obtendremos expresiones analíticas correspondientes al comportamiento as-
intótico de uintrac,1 (z) y ux,1(z). Comenzamos escribiendo la contribución intra como la suma
de una parte directa (d) más otra de intercambio (e):

uintrac,1 (z) = uintra(d)c (z) + uintra(e)c (z), (A.1)

con las siguientes expresiones orbitales explícitas para las partes d y e, obtenidas aplicando
la de�nición de la Ec.(4.69) para potenciales orbitales a las funcionales de Ecs.(6.37) y (6.38)
respectivamente:

uintra(d)c (z) = − 2
π2

∫ ∞

0
dp dq

p

q
V11,11(Kq)V11(Kq, z)F

1 1
1 1 (0, p, q), (A.2)

uintra (e)
c (z) =

1
π2

∫∞∫
0

dp dqV11,11(Kp)V11(Kq, z)F
1 1
1 1 (0, p, q). (A.3)

La integración en la variable p en Ec.(A.2) puede efectuarse analíticamente, con el resultado:

uintra (d)
c (z) = − 4

π

∫ ∞

0
dqV11,11(Kq)V11(Kq, z)ψ(q/2), (A.4)

donde,

ψ(q/2) = 2πq
∫ ∞

0
dp pF

1 1
1 1 (0, p, q).

En la Ec.(29) de ref.[56] puede obtenerse una expresión analítica explícita para ψ(x). Nuestro
objetivo es obtener el comportamiento para |z| → ∞. Comencemos analizando entonces el
comportamiento asintótico de las funciones Vij(q, z). Para ello, veamos su de�nición:

Vij(q, z) =
∫ ∞

−∞
dz′ξi(z′)ξj(z′)e−q|z−z

′|. (A.5)

Las funciones de onda ξi(z) pueden corresponder a estados ligados del pozo cuántico, en cuyo
caso el comportamiento asintótico será ξi(|z| � l) ∼ e−βi|z|, con l el ancho característico del
pozo cuántico; o pueden corresponder a estados extendidos (y por lo tanto desocupados) del
pozo cuántico. Vamos a obtener el comportamiento asintótico de Ec.(A.5) en el caso en que
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Fig. A.1: Representación esquemática de las funciones que aparecen en el integrando de
Ec.(A.5)

al menos uno de los dos estados corresponde a un estado con�nado del pozo, de manera que
se cumplirá, para |z′| � l:

ξi(z′)ξj(z′) → e−(βi+βj)|z′|. (A.6)

En Ec.(A.6) tendremos en cuenta que si i (j) corresponde a un estado extendido, entonces βi =
0 (βj = 0). De�namos entonces fij(z) = ξi(z)ξj(z). En la �g.(A.1) vemos una representación
esquemática de las funciones fij(z′) y e−q|z−z

′| que aparecen en el integrando de Ec.(A.5). El
valor aproximado de la integral, para z � l, vendrá dado por la suma de dos términos, uno
proporcional a e−qz y otro proporcional a e−(βi+βj)z (los valores de estas exponenciales están
representadas por dos círculos en la �gura):

Vij(q, z � l) ' e−qz
∫
dz′fij(z′)eqz

′
+O(e−(βi+βj)z). (A.7)

Para q < βi+βj , descartamos el segundo sumando a la derecha de esta última ecuación para
obtener:

Vij(q, z � l) '

(
δij +

∞∑
n=1

c
(n)
ij q

n

)
e−qz, (A.8)

c
(n)
ij =

1
n!

∫
dzξi(z)ξj(z)zn. (A.9)

El término entre paréntesis en Ec.(A.8) sale del desarrollo de Taylor de la exponencial eqz
′

en el integrando de Ec.(A.7) alrededor de q = 0. El resultado de Ec.(A.8) nos dice que si
debemos efectuar la integral en q para z � l, el factor exponencial e−qz en Ec.(A.8) retendrá
solamente el valor del integrando para q ∼ 0. Por tanto, debemos obtener el desarrollo de los
factores de forma Vij,kl(q) alrededor de q = 0 para obtener el límite asintótico de Ecs.(A.2)
y (A.3). De la de�nición de Vij,kl(q) en Ec.(4.41) (que aquí particularizamos para el caso
paramagnético):

Vij,kl(q) =
∫
dz dz′ξi(z)ξj(z′)ξk(z)ξl(z′)eq|z−z

′|,

hacemos un desarrollo en Taylor para la exponencial eq|z−z
′| alrededor de q = 0 para obtener:

Vij,kl(q) = δi,kδj,l +
∞∑
n=1

c
(n)
ij,klq

n, (A.10)

c
(n)
ij,kl =

(−1)n

n!

∫
dz dz′ξi(z)ξj(z′)ξk(z)ξl(z′)|z − z′|n. (A.11)
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Particularizando Ecs.(A.8) y (A.10) para i = j = k = l = 1, obtenemos, respectivamente, los
términos principales de V11(q, z) y V11,11(q):

V11(q, z � l) ∼ e−qz, (A.12)

V11,11(q ∼ 0) ∼ 1. (A.13)

Utilizando estos resultados, podemos hacer las integrales de Ecs.(A.4) y (A.3) para obtener:

uintra(d)c (z →∞) → − 4
π

(
2− π

2

) 1
Kz

+O(1/z3), (A.14)

uintra(e)c (z →∞) → − 2
π
W ′(0)

1
z2
, (A.15)

W (q) =
∫
dpV11,11(Kp)F

1 1
1 1 (0, p, q).

Aquí vemos que el término principal en la expansión asintótica de uintrac (z) proviene de la
parte directa, de modo que uintrac (z →∞) → u

intra(d)
c (z). Tener en cuenta que a medida que

se disminuye la densidad (K → 0), aumenta el valor de z a partir del cual el comportamiento
asintótico de Ec.(A.14) es válido.

Usando el resultado de Ec.(A.12) podemos encontrar también El límite asintótico del
potencial de intercambio de Ec.(6.25):

ux,1(z) = −K
π

∫ ∞

0
dqV11(Kq, z)J1 1

0 0 (0, q, 0), (A.16)

podemos obtenerlo si reemplazamos V11(Kq, z) por su valor asintótico dado por Ec.(A.12) y
teniendo en cuenta que el área de intersección de dos círculos de radio unidad es J1 1

0 0 (0, q =
0, 0) = π. Con estos reemplazos vemos que el término principal de la expansión asintótica de
Ec.(A.16) es:

ux,1(z →∞) → −1
z
. (A.17)

El estudio analítico del límite asintótico de las componentes no-intra del potencial de cor-
relación es mucho más complicado que los presentados arriba, debido esencialmente a la pres-
encia de sumas sobres estados de subbanda desocupados en las correspondientes funcionales
de energía. Una posible alternativa sería aplicar las técnicas desarrolladas en ref.([90]).





Apéndice B

Integrales útiles

En este apéndice presentamos varias expresiones analíticas útiles para algunas integrales de
intersecciones de círculos que aparecen en Ecs.(6.20)-(6.24). Comenzamos con las integrales
de intersección de dos círculos, que son las más simples. El área de intersección de dos círculos
de radio unidad cuyos centros están separados por una distancia q es:

J(q) =

[
2 cos−1

(q
2

)
− q

(
1− q2

4

)1/2
]
θ(2− q). (B.1)

Con este resultado, tenemos, para las integrales de dos discos en Ecs.(6.20), (6.21) y (6.24):

J1 1
0 0 (0, p, 0) = J(p), (B.2)

J
0 1
0 1 (θ, p, q) = J(|p− q|). (B.3)

En la referencia [56] pueden encontrarse expresiones analíticas explícitas para las integrales
correspondientes a intersecciones de tres discos J1 1

0 1 (θ, p, q) y de dos discos y un antidisco

J
1 1
0 1 (θ, p, q) . Para la intersección de cuatro discos en Ecs.(6.22) y (6.26) hemos obtenido la

siguiente expresión en términos de integrales de intersección de dos y tres discos:

J
1 1
1 1 (θ, p, q) = 2J1 1

0 1 (θ, p, q)− J
0 1
0 1 (θ, p, q) + J

1 0
1 0 (θ, p, q). (B.4)

Este resultado es válido para b2 > 2a
√

1− x2
√

1− a2x2−a2(1−2x2), y para θ < cos−1[(
√

4− p2
√

4− q2−
pq)/2], mientras que vales cero en caso contrario. Además b = |p + q|/2, a = |p− q|/2,
x = (q2 − p2)/4ab y J1 0

1 0 (θ, p, q) = J(|p + q|).
La parte directa de la energía por partícula de correlación inter en Ec.(6.24), puede

escribirse como:

εinter (d)
c = − A

(2π)2

∞∑
l,m>1

∫ ∞

0
dq

2
q
V11,lm(Kq)2

∫ ∞

0
dp pF

0 1
0 1 (

εlm,11
K2

, p, q).

Encontramos que la integral en p tiene la siguiente expresión analítica:∫ ∞

0
dppF

0 1
0 1 (ε, p, q) =

8π
q
G(
ε

q
+ q), (B.5)

con
G(x) = H1(x/2)−H2(x/2),

y

H1(x) = x

[
π

2
−E

(
1
x2

)]
,
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H2(x) =
1
3

{
(2x2 − 1)E

[
sin−1

(
1
x

)
|x2

]
+ (1− x2)F

[
sin−1

(
1
x

)
|x2

]}
.

En estas dos últimas ecuaciones, E(φ|m) es la integral elíptica del segundo tipo, con E(m) =
E(π/2|m), y F(φ,m) es la integral elíptica del primer tipo.[91]

Como referencia para trabajo futuro en el tema, listamos algunas propiedades obtenidas
durante el desarrollo de la tesis, que fueron utilizadas para obtener límites asintóticos de
potenciales orbitales correspondientes a funcionales de correlación no-intra:

J1, 1
0, 0 (x ∼ 0, 0, 0) = π − 2x, (B.6)∫ 2

0
dxJ1, 1

0, 0 (x, 0, 0) =
8
3
, (B.7)∫

d2p J
1, 1
0, 1 (p, q, θ) = π

[
π − J1, 1

0, 0 (q, 0, 0)
]

(B.8)

= πJ
1, 1
0, 0 (q, 0, 0),

J
1, 1
0, 0 (p ∼ 0, 0, 0) = 2p, (B.9)

J
1, 1
0, 1 (p, q ∼ 0, θ)

q
= sin[α0(p, θ)]− sin[α1(p, θ)], (B.10)

α0(p, θ) = Max

[
−π

2
; θ − 1

2
cos−1

(p
2

)]
,

α1(p, θ) = Min

[
π

2
; θ +

1
2

cos−1
(p

2

)]
,∫ 2π

0
dθ J

1, 1
0, 1 (p, q, θ) = 4p cos−1

(q
2

)
θ(q − p) + 4q cos−1

(p
2

)
θ(p− q). (B.11)

La ultima igualdad es válida para q � p o p � q, pero no para ambos comparables; cuando
p y q con pequeños y comparables es útil:

J
1, 1
0, 1 (p ∼ 0, q ∼ 0, θ) = p+ q − |p− q|. (B.12)

Las simetrias de la con�guración geométrica de círculos y anticírculos [ver �g.(4.2)] se traducen
en las siguientes simetrias respecto a los índices:

Ja, bc, d (p, q, θ) = Ja, dc, b (q, p, θ) = Jc, ba, d(q, p, θ) = Jc, da, b (p, q, θ)

= Jd, cb, a (p, q, π − θ) = Jd, ab, c (q, p, π − θ)

= Jb, cd, a(q, p, π − θ) = Jb, ad, c (p, q, π − θ). (B.13)

Notar que Ec.(B.13) es completamente general y no se restringe solamente a discos o antidiscos
de radio unidad o cero, sino que a, b, c y d en Ec.(B.13) son radios arbitrarios (y pueden
referirse tanto a discos como a antidiscos). Por último, notemos la siguiente propiedad de
escaleo, que es muy útil para simpli�car las expresiones que involucran discos y antidiscos de
distinto radio:

Ja, bc, d (p, q, θ) = k2J
a/k, b/k
c/k, d/k (p/k, q/k, θ). (B.14)



Apéndice C

Material suplementario para el

capítulo 5

C.1 Ecuación diferencial para los corrimientos

En la ecuación (4.65) del capítulo 4 de�nimos los corrimientos por:

ψF ,iσ(z) =
∫
dz′∆VF ,iσ(z′)Giσ(z′, z)ξiσ(z′). (C.1)

En esta sección obtendremos una ecuación diferencial para los corrimientos que nos servirá
como una de�nición alternativa, equivalente a Ec.(C.1), con la cual podremos más abajo
obtener el comportamiento asintótico de los mismos y nos será de utilidad también para
obtener una expresión explícita para el potencial VF (z) en términos de los corrimientos.

Si aplicamos el operador diferencial Uiσ(z) = [HKS(z)− εiσ] a Ec.(C.1), con

HKS(z) = −1
2
∂2

∂z2
+ VKS(z),

obtenemos
Uiσ(z)ψF ,iσ(z) =

∫
dz′∆VF ,iσ(z′)

[
Uiσ(z)Giσ(z′, z)

]
ξiσ(z′). (C.2)

Utilizando la de�nición de Giσ en Ec.(4.57), la ecuación de KS (4.5) y la propiedad de com-
pletitud de los orbitales de KS

∑
j ξjσ(z)ξjσ(z

′) = δ(z − z′), se obtiene:

Uiσ(z)Giσ(z′, z) = ξiσ(z)ξiσ(z′)− δ(z − z′). (C.3)

Reemplazando este último resultado en Ec.(C.2), nos queda la siguiente ecuación diferencial:

[HKS(z)− εiσ]ψiσ(z) = −
[
∆VF ,iσ(z)−∆V F ,iσ

]
ξiσ(z). (C.4)

Esta ecuación diferencial de�ne a los corrimientos y es equivalente a Ec.(C.1).

C.2 Expresión del potencial VF(z) en términos de los corrim-

ientos

En esta sección obtendremos una expresión expícita para el potencial VF (z) en términos de
los potenciales orbitales y los corrimientos, para funcionales F que dependen de orbitales
ocupados y desocupados. Sumando y restando uFiσ(z) y ∆V Fiσ a VFσ(z) podemos escribir:

VFσ(z) = [VFσ(z)− uFiσ(z)] + uFiσ(z) + ∆V Fiσ −∆V Fiσ,
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y teniendo en cuenta que ∆VFiσ(z) = VFσ(z)− uFiσ(z), reordenamos para obtener

VFσ(z) =
[
uFiσ(z) + ∆V Fiσ

]
+
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
.

Si ahora multiplicamos y dividimos por la densidad nσ(z) esta última expresión, podemos
escribir:

VFσ(z) =
1

nσ(z)

∑
i

niσξiσ(z)2
{[
uFiσ(z) + ∆V Fiσ

]
+
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]}
. (C.5)

Para orbitales que solo dependen de orbitales ocupados la suma es para i < F , ya que[
uFiσ(z) + ∆V Fiσ

]
+
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
= 0 para subbandas i > F . El término prove-

niente del primer corchete en Ec.(C.5), lo identi�camos con la aproximación KLI [21], y
queda de�nido por:

VF1,σ(z) =
1

nσ(z)

∑
i

niσξiσ(z)2
[
uFiσ(z) + ∆V Fiσ

]
. (C.6)

Notar que hasta ahora no hemos hecho nada más que reescribir VF (z) sumando y restando los
potenciales orbitales y corrimientos. El paso siguiente será introducir la de�nición de los cor-
rimientos y utilizar la ecuación OEP para obtener una expresión no trivial para VFσ(z). Para
ello, comenzamos reescribiendo el término correspondiente al segundo corchete en Ec.(C.5)
teniendo en cuenta la ecuación diferencial para los corrimientos Ec.(C.4), obtenemos∑

i

niσξiσ(z)2
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
= −

∑
i

niσξiσ(z) [HKS(z)− εiσ]ψiσ(z).

Utilizando la ecuación de KS (4.5), obtenemos fácilmente:

ξiσ(z) [HKS(z)− εiσ]ψiσ(z) = −1
2
[
ξiσ(z)ψ′′iσ(z)− ψiσ(z)ξ′′iσ(z)

]
,

donde la prima denota derivación respecto a la variable z. Reemplazando este resultado en
la ecuación anterior nos queda:∑

i

niσξiσ(z)2
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
=

1
2

∑
i

niσ
[
ξiσ(z)ψ′′iσ(z)− ψiσ(z)ξ′′iσ(z)

]
(C.7)

De Ecs.(5.13) y (5.14), podemos escribir la ecuación OEP como∑
i

niσψF ,iσ(z)ξiσ(z) =
1
4π

∑
i

CF ,iσξiσ(z)2. (C.8)

Derivando respecto a z dos veces esta ecuación obtenemos:∑
i

niσψ
′′
F ,iσ(z)ξiσ(z) =

1
4π

∑
i

CF ,iσ
[
ξ′iσ(z)

2 + ξiσ(z)ξ′′iσ(z)
]

−
∑
i

niσ
[
2ψ′iσ(z)ξ

′
iσ(z) + ψiσ(z)ξ′′iσ(z)

]
. (C.9)

Reemplazando el resultado de Ec.(C.9) en Ec.(C.7), y agrupando por un lado los términos en
los que aparece ξ′′iσ(z) y por otro lado aquellos que contienen ξ′iσ(z), nos queda:∑

i

niσξiσ(z)2

nσ(z)
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
= −

∑
i

1
nσ(z)

[
niσψF ,iσ(z)ξiσ(z)−

CF ,iσ
4π

ξiσ(z)2
]
ξ′′iσ(z)
ξiσ(z)

−
∑
i

1
nσ(z)

[
niσψ

′
F ,iσ(z)ξ

′
iσ(z)−

CF ,iσ
4π

ξ′iσ(z)
2

]
(C.10)
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Haciendo uso de la ecuación de KS (4.5) y de la de�nición de las ocupaciones niσ = (µ −
εiσ)/2π, obtenemos:

ξ′′iσ(z)
ξiσ(z)

= 2 [VKS(z)− µ] + 4πniσ.

Reemplazando este últmo resultado en Ec.(C.10) y teniendo en cuenta el cumplimiento de la
ecuación OEP (C.8), obtenemos:

∑
i

niσξiσ(z)2

nσ(z)
[
∆VFiσ(z)−∆V Fiσ

]
= VF2,σ(z) + VF3,σ(z),

con

VF2,σ(z) = −
∑
i<F

4πniσ
Siσ(z)
nσ(z)

, (C.11)

VF3,σ(z) = −
∑
i<F

Tiσ(z)
nσ(z)

, (C.12)

donde las cantidades Siσ(z) y Tiσ(z) están de�nidas por:

Siσ(z) = niσψF ,iσ(z)ξiσ(z)−
1
4π
CF ,iσξiσ(z)2, (C.13)

Tiσ(z) = niσψ
′
iσ(z)ξ

′
iσ(z)−

1
4π
CF ,iσξ

′
i(z)

2. (C.14)

Tenemos �nalmente la expresión buscada:

VFσ(z) = VF1,σ(z) + VF2,σ(z) + VF3,σ(z), (C.15)

con los potenciales VFi,σ con i = 1, 2, 3 de�nidos en Ecs.(C.6), (C.11) y (C.12) respectiva-
mente.

C.3 Límite asintótico del potencial de intercambio exacto

C.3.1 Límite asinótico de los potenciales orbitales

A los efectos de obtener una expresión asintótica para el potencial de intercambio exacto,
debemos obtener primero una expresión asintótica para los potenciales orbitales. Para el caso
paramagnético tenemos, eliminando el índice de espín de Ec.(5.17) para el potencial orbital:

ux,i(z) =
1

2Ani
1

ξi(z)
δEx
δξi(z)

. (C.16)

Particularizando la Ec.(4.42) para Ex para caso paramagnético, tenemos:

Ex = − A

(2π)2
∑
ij<F

∫
dqVij,ji(q)J

ki
F kj

F
0 0 (0, q, 0). (C.17)

De aquí obtenemos el resultado:

δEx
δξi(z)

= − A

π2

∑
j<F

ξj(z)
∫
dqVij(q, z)J

ki
F kj

F
0 0 (0, q, 0). (C.18)
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En el límite asiontótico, obtuvimos la siguiente expresión para Vij(q, z) (ver Ecs.(A.8) y (A.9)
cortando la serie en el término lineal en q):

Vij(q, z →∞) = δije
−qz + cijqe

−qz, (C.19)

cij =
∫
dzξi(z)ξj(z)z.

De Ec.(C.19) vemos que en el límite asintótico, debido a las exponenciales, solo contribuye
el primer término de la expanión del integrando alrededor de q = 0. Para el integrando de
Ec.(C.18), correspondiente al área de intersección de dos sírculos con centros alejados una
distancia q ∼ 0, el término principal es:

J
ki

F kj
F

0 0 (0, q ∼ 0, 0) ' πmin(kiF , k
j
F )2, (C.20)

i.e., el área del círculo de menor radio. Reemplazando Ecs.(C.19) y (C.20) en Ec.(C.18) y
efectuando la integral en q, obtenemos:

δEx
δξi(z)

= −2Ani
ξi(z)
z

− 2Anicim
ξm(z)
z2

, (C.21)

donde m es el orbital de KS ocupado más energético, y donde, para obtener el segundo
sumando, hemos despreciado factores proporcionales a ξj<m(z). Esto último podemos hacerlo
ya que en el límite asintótico las funciones de onda de subbanda decaen exponencialmente
como:

ξi(z →∞) → e−βiz,

donde los exponentes βi son positivos y tales que βi < βj si εi > εj . Analizando Ec.(C.21) a
la luz de estos resultados, podemos concluir que en el límite z →∞:

ξi(z)ux,i(z) = −cim
ξm(z)
z2

; si i < m (C.22)

ux,m(z) = −1
z
. (C.23)

Si en lugar de partir de Ec.(C.17) para Ex hubiésemos partido de Ec.(4.27) (la cual se obtiene
haciendo primero la integral en el impulso paralelo), nos habríamos encontrado con el problema
de analizar el límite asintótico z →∞ de:

F (z) =
∫
dz′ξi(z′)ξj(z′)

∫
dρ

ρ

J1(kiFρ)J1(k
j
Fρ)√

ρ2 + (z − z′)2
. (C.24)

El producto de las funciones de Bessel en Ec.(C.24) decae como 1/ρ y el producto ξi(z′)ξj(z′)
decae exponencialmente, por lo tanto, la contribución signi�cativa en el integrando de Ec.(C.24)
será para valores de z′ y ρ cercanos a cero. Para z →∞ podemos entonces hacer la siguiente
aproximación en el denominador de Ec.(C.24)√

ρ2 + (z − z′)2 → |z − z′|.

Teniendo en cuenta el desarrollo
1

|z − z′|
' 1
|z|

+
z′

z2
+ ...

para |z′| � |z|, reemplazando en Ec.(C.24) y teniendo en cuenta∫
dρ

ρ
J1(kiFρ)J1(k

j
Fρ) =

min(kiF , k
j
F )

2 max(kiF , k
j
F )
,

se puede veri�car fácilmente que se obtiene el mismo resultado que en Ecs.(C.22) y (C.23).
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C.3.2 Límite asintótico de los corrimientos

Basándonos en los resultados obtenidos para los potenciales orbitales en el límite z → ∞,
podemos ahora analizar el comportamiento asintótico de la ecuación diferencial de los corrim-
ientos Ec.(C.4) para obtener la expansión asintótica de los mismos. Comenzamos reescribiendo
Ec.(C.4) en la forma:

[HKS(z)− εi]ψx,i(z) = −Vx(z)ξi(z) + ux,i(z)ξi(z) + ∆V x,iξi(z). (C.25)

Suponemos de antemano que el potencial Vx(z) decae como alguna potencia negativa de z
(luego vemos que el resultado sea consistente con esta suposición), por lo tanto el compor-
tamiento asintótico de Ec.(C.25) vendrácontrolado por los siguientes decaimientos exponen-
ciales (para i < m):

Vx(z)ξi(z) −→ Vx(z)e−βiz,

ux,i(z)ξi(z) −→ −e
−βmz

z2
,

∆V x,iξi(z) −→ e−βiz.

Como i < m, βm < βi y por lo tanto la ecuación diferencial asintótica es

[HKS(z)− εi]ψx,i(z) −→ −e
−βmz

z2
,

cuya solución es

ψx,i<m(z →∞) → e−βmz

z2
. (C.26)

Para obtener el corrimiento correspondiente al orbital i = m, recurrimos a la ecuación OEP
escrita de la siguiente manera:

nmψx,m(z)ξm(z) =
m∑
i=1

Cx,i
4π

ξi(z)2 −
m−1∑
i=1

nmψx,i(z)ξi(z).

De donde vemos que en el límite asintótico, el único término que sobrevive en el lado derecho
de la ecuación es Cx,mξm(z)2/4π, ya que todos los demás decaen con exponentes βi > βm.
Nos queda entonces:

ψx,m(z →∞) =
Cx,m
4πnm

ξm(z) → e−βmz. (C.27)

De Ecs.(C.26) y (C.27) vemos por tanto que todos los corrimientos, para i ≤ m, decaen
exponencialmente con el mismo exponente: e−βmz.

C.3.3 Límite asintótico de Vx(z)

Comenzamos analizando Vx,1(z → ∞). Para ello, observemos primero que en el límite as-
intótico n(z) → nmξm(z)2. Teniendo en cuenta además el comportamiento asintótico de los
potenciales orbitales en Ecs.(C.22) y (C.23), reemplazamos en Ec.(C.6) para obtener:

Vx,1(z) =
∑
i<m

niξi(z)
nmξm(z)

[
− 1
z2

+ ∆V x,i

]
+
[
ux,m(z) + ∆V x,m

]
.

Los cocientes ξi<m(z)/ξm(z) decaen exponencialmente mientras que ux,m(z) → −1/z, por lo
tanto:

Vx,1(z →∞) = ux,m(z) + ∆V x,m → −1
z

+ ∆V x,m.
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Por otro lado, de las expresiones para Vx,2(z) y Vx3(z), [Ecs.(C.11), (C.12) con F = Ex]
vemos que los términos de la suma con i < m decaen exponencialmente como ξi<m(z)/ξm(z),
mientras que el término i = m en la suma de Ecs.(C.11), (C.12) es exactamente cero debido a
la relación de Ec.(C.27) para el límite asintótico del corrimiento con i = m. De este modo, el
único término que sobrevive en la suma de Ec.(C.15) es Vx,1(z), y por consiguiente tenemos
el importante resultado:

Vx(z →∞) = Vx,1(z →∞) = ux,m(z) + ∆V x,m → −1
z

+ ∆V x,m. (C.28)

C.4 Descripción del método numérico para el cálculo de Vx(z)

Si bien el potencial Vx(z) puede calcularse directamente de las expresiones explícitas para
Vx,1(z), Vx,2(z) y Vx,3(z), cuando se desea comprobar numéricamente límites asintóticos y
obtener Vx(z) para valores de z donde las funciones de onda tienen muy poco peso, los términos
que contienen derivadas de la función de onda y de los corrimientos se vuelve numéricamente
inestables debido al error en el cálculo de las derivadas. Un método que converge mejor cuando
se desea calcular el potencial para z grande, consiste en corregir iterativamente el potencial
con la función

S(z) =
∑
i<F

Si(z). (C.29)

con Si(z) dado por Ec.(C.13). Cuando se calcula S(z) con el potencial exacto, se cumple
S(z) = 0, i.e., la ecuación OEP. Por lo tanto, cuando Vx(z) no es el correspondiente a los
orbitales de KS dados, S(z) 6= 0 y da una medida del error de potencial Vx(z). Siguiendo
en parte el método descripto en Ref.[73] para sistemas atómicos, en nuestro sistema C2D el
algoritmo para obtener un sistema autoconsistente es como sigue:

1. Se comienza con un sistema convergido aproximado, por ejemplo, LDA.

2. Con las ecuaciones de KS obtenemos los orbitales ξi(z) y autoenergías de KS εi.

3. Resolvemos la ecuación diferencial de los corrimientos (Ec.(C.4)) mediante el método del
gradiente conjugado [84] para determinar los corrimientos. El método requiere ingresar
un estimación inicial del corrimiento, que se elige como un orbital que sea ortogonal al
orbital para el cual se quiere calcular el corrimiento. En las iteraciones sucesivas del
método del gradiente conjugado se conserva esta ortogonalidad (la ecuación diferencial
de los corrimientos es invariante ante la adición de cξi(z) a ψx,i(z), con c una constante
arbitraria).

4. Calculamos la función S(z) de Ec.(C.29) y corregimos el potencial de intercambio con
V nuevo
x (z) = V viejo

x (z) + cS(z)/n(z), donde c es una constante a determinar por prueba
y error. Nosotros usamos la media del potencial de intercambio en la primera subbanda
c = |

∫
dzV viejo

x (z)ξ1(z)2| con buenos resultados. Iteramos entre 3 y 4 hasta que el
corrimiento no se modi�ca mucho (2 a 4 iteraciones usualmente) y volvemos a 2.

5. Iteramos entre 2 y 4 hasta alcanzar la autoconsistencia.
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