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ResumenEstudiamos varios tipos de 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas, motivados por labúsqueda de modelos fenomenológi
os, y por la 
omprensión de las rela
ionesentre distintos va
íos de 
uerdas.En los primeros 
apítulos estudiamos 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas tipo I
onstruidas a partir de orientifolios de modelos de Gepner de teorías tipo IIB,en D=8, 6, 4 dimensiones. Cal
ulamos los grupos de 
alibre y espe
tros.En los últimos 
apítulos estudiamos 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas heteróti-
as en modelos de Gepner y Kazama�Suzuki, en D=4. Cal
ulamos el númerode genera
iones.En ambos 
asos, implementamos 
o
ientes por simetrías dis
retas. Esto nosólo aumenta el número de va
íos estudiados sino que, en algunos 
asos, es útildesde el punto de vista fenomenólogi
o.
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Capítulo 1Introdu

iónEn la a
tualidad la expli
a
ión de los fenómenos físi
os se redu
e, al nivel de los
omponentes fundamentales de la materia y sus intera

iones, a dos teorías, el ModeloEstándar y la Relatividad General. Ambos des
riben de forma ex
elente los enormemayoría de los fenómenos que entran dentro de su 
ampo de apli
a
ión.Sin embargo la situa
ión no es del todo satisfa
toria, y hay motivos para 
reer queno es ésta la des
rip
ión �nal de la naturaleza.Entre estos motivos está que estas dos teorías no son 
ompatibles, ya que el Mo-delo Estándar es una teoría 
uánti
a y la Relatividad General es una teoría 
lási
a.Como esta in
ompatibilidad se haría mani�esta a energías extremadamente grandes(del orden de la masa de Plan
k, m ≃ 1019 GeV), es difí
il obtener una guía experi-mental que indique 
ómo uni�
ar las dos teorías. Que la predi

ión naïve del valor dela 
onstante 
osmológi
a esté en 
lara 
ontradi

ión 
on las medi
iones puede ser unade las manifesta
iones de esta in
ompatibilidad. Desde un punto de vista teóri
o seríamu
ho mejor tener una sola teoría que se reduz
a al Modelo Estándar y la RelatividadGeneral en los límites ade
uados.Otros motivos, internos al Modelo Estándar, son algunas limita
iones que se esperasean resueltas al in
luirlo dentro de una teoría más amplia, que daría lugar a nuevafísi
a. Entre los he
hos experimentales que no son expli
ados por el Modelo Estándarestán:
• La masa no nula de los neutrinos
• La existen
ia de la materia os
ura
• La existen
ia de la energía os
ura
• La asimetría barióni
a (por qué hay más materia que antimateria)
• El valor extremadamente pequeño de la 
onstante 
osmológi
a3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNTambién hay motivos �estéti
os� para bus
ar extensiones del Modelo Estándar, asaber
• problema de la jerarquía
• por qué el grupo de 
alibre es SU(3)× SU(2)× U(1)

• por qué la veintena de parámetros toma los valores que toma
• por qué hay tres genera
iones de quarks y leptonesLa teoría de 
uerdas [1, 2, 3℄ es una posible salida a varios de los problemas an-teriores. Es una teoría 
uánti
a que da lugar a Relatividad General en un ade
uadolímite de �bajas� energías. Es posible obtener también modelos 
on grupos de 
alibreque 
ontienen al del Modelo Estándar, 
on fermiones quirales en su espe
tro. Al sersupersimétri
a, da lugar naturalmente a extensiones supersimétri
as del Modelo Es-tándar. Esto ayuda a resolver el problema de la jerarquía, ya que habría que ha
erun ajuste �no (��ne tuning�) sólo una vez. Además, por ejemplo, una extensión delModelo Estándar, el SU(5) supersimétri
o, uni�
a más 
orre
tamente las 
onstantesde a
oplamiento que un SU(5) sin supersimetría.Un posible problema de la teoría de 
uerdas es que su dimensión natural de espa
io�tiempo es D = 10. Una solu
ión es 
ompa
ti�
ar seis dimensiones de espa
io (o vistode otro modo, sólo dejar 
re
er a tres), otra solu
ión es lo
alizar las intera

iones de
alibre en branas. También son posibles 
ombina
iones de estas dos.Compa
ti�
ar algunas dimensiones de espa
io fue intentado en la dé
ada de 1920por Kaluza y Klein, los que obtuvieron Ele
tromagnetismo más Relatividad Generalen D = 4 a partir de Relatividad General en D = 5 (además de un 
ampo es
alar).En su versión más sen
illa se piensa al espa
io�tiempo 
omo el produ
to dire
to deun espa
io�tiempo de Minkowski y una variedad 
ompa
ta. En el 
aso de las 
uerdas,pedir que éstas se propaguen en forma 
onsistente limita fuertemente a la variedad
ompa
ta, de lo que resulta que debe ser una variedad de Calabi�Yau. Esta formade 
ompa
ti�
a
ión es llamada �geométri
a�. Otra forma de 
ompa
ti�
ar, llamada�algebrai
a� es reemplazar los grados de libertad que posee la 
uerda al moverse en lasdimensiones �extra� por una teoría de 
ampos ade
uada. Entre estas últimas están losmodelos de Gepner y sus generaliza
iones los modelos de Kazama�Suzuki.Las 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas heteróti
as E8×E8 a teorías en 
uatro dimensio-nes muy pare
idas al Modelo Estándar (o extensiones de éste), de�nieron el es
enariode la así llamada fenomenología de 
uerdas desde los mediados de los o
henta. Laspautas fueron estable
idas en [4℄, donde se mostró que la 
uerda heteróti
a E8 × E8,



5
ompa
ti�
ada en una variedad de Calabi�Yau, permitía obtener un modelo N = 1 
ongrupo E6 de tres genera
iones. El E6 puede romperse, por ejemplo, en
endiendo líneasde Wilson. Pronto se 
onsideraron otras 
ompa
ti�
a
iones siguiendo estas ideas, 
omolas que usan orbifolds de 
uerdas fermióni
as en E8 ×E8 y, en menor medida, 
uerdasheteróti
as SO(32) [6℄. Para ver el trabajo pionero en 
onstru

ión de modelos de tipoI, ver [7℄ y sus referen
ias.Parti
ularmente relevante para esta tesis son los modelos de Gepner propuestosen [8℄. Ese trabajo provee una 
onstru

ión algebrai
a de teorías de 
uerdas supersi-métri
as en D dimensiones pares (menores a 10), en términos de teorías 
onformesra
ionales resolubles, sin referirse a la teoría original en 10 dimensiones. También sepresentó algo de eviden
ia allí a
er
a de la identi�
a
ión de estas 
onstru

iones 
on
ompa
ti�
a
iones de Calabi�Yau.Desde mediados de los noventas, la apari
ión de las dualidades ha mar
ado un
ambio drásti
o en nuestra visión de las teorías de 
uerdas, tanto desde el punto devista teóri
o 
omo fenomenológi
o. Las D�branas juegan un papel prominente en estenuevo enfoque.El he
ho de que las branas lo
ali
en las intera

iones de 
alibre en sus volúmenesde mundo da un es
enario nuevo a la fenomenología de 
uerdas, donde las teorías departí
ulas están 
on�nadas en los mundos branas. Dado que varias de las 
ara
terísti
asde estas teorías pare
en depender sólo del 
omportamiento lo
al de las 
uerdas en lave
indad de las D�branas (sin siquiera 
onsiderar 
ompa
ti�
a
iones), se abre la posibi-lidad atra
tiva de un a
er
amiento abajo�arriba (bottom-up)[9℄. En este a
er
amiento,primero se 
onstruyen modelos de brana de tipo II pare
idos al Modelo Estándar, yluego se los in
luye en un modelo de 
uerdas global 
onsistente. Este método resultaser muy poderoso 
uando la variedad 
ompa
ti�
adora es tipo toro, 
on branas tantoen singularidades [9, 61℄ tipo orbifold 
omo en ángulos [10℄, las que son ne
esarias paraobtener teorías quirales (ver también [11℄ para branas interse
antes y Calabi�Yau).La teoría de 
uerdas relevante tipo I en un Calabi�Yau genéri
o es mu
ho más
ompli
ada. En parti
ular, la geometría de las D�branas se vuelve borrosa, y una 
ons-tru

ión tipo bottom�up es más difí
il. Sin embargo queremos remar
ar que se han
onseguido pasos importantes para entender las interpreta
iones algebrai
as y geomé-tri
as de las D�branas [12, 13, 14, 63, 64, 68℄. Esto puede llevar a la 
onstru

ión demodelos del tipo bottom�up, por ejemplo los presentados en [69℄.Más allá de su interés fenomenológi
o, las 
ompa
ti�
a
iones de tipo Calabi�Yauproveen una arena fru
tífera para estudiar dualidades tipo I�heteróti
a. Es sabido que



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNeste es un ingrediente esen
ial para la entender la naturaleza de la teoría M. En parti-
ular, pare
e valer la pena estudiar 
ompa
ti�
a
iones en varias dimensiones 
omo unpaso relevante para estable
er 
onexiones dentro de la intrin
ada red de dualidades de
uerdas.Las teorías 
ompa
ti�
adas de 
uerdas suelen poseer simetrías dis
retas. Al 
o
ien-tar por éstas se obtienen nuevos modelos, 
omo los orbifolds en las 
ompa
ti�
a
ionesgeométri
as y los 
o
ientes por simetrías de fase o permuta
iones en las algebrai
as.Además de ampliar el espa
io de modelos, lo que permite tener una mejor idea a
er
ade las teorías posibles, se pueden obtener fermiones quirales en el modelo 
o
ientadoaunque el modelo original no los posea, por lo que es bene�
ioso también desde unpunto de vista más fenomenológi
o.Si se divide a una 
ompa
ti�
a
ión toroidal del espa
io�tiempo por una simetría�nita (por ejemplo, una re�exión) se obtiene un orbifold. Si se divide por una re�exióny al mismo tiempo por paridad en la hoja de mundo se obtiene un orientifolio [2, �8.8℄.Los primeros 
apítulos de esta tesis tratan a
er
a de la 
onstru

ión de esta 
lase demodelos en los puntos espe
iales del espa
io de moduli de los Calabi�Yau des
riptos pormodelos de Gepner. En los años re
ientes ha habido un desarrollo importante en estetema. Los des
endientes abiertos de modelos de Gepner se han dis
utido en [15, 16℄.Las D�branas [17, 18, 19℄ y los planos orientifolios en estos modelos se han 
onsideradoen [20, 21℄.La teoría de super
uerda de tipo I (abierta más 
errada) puede 
onstruirse a partirde super
uerdas de tipo IIB. La teoría IIB es invariante ante inter
ambio de los se
toresizquierdo y dere
ho. Cuando se divide por esta simetría, la teoría resultante aparentaser in
onsistente. Esta in
onsisten
ia se mani�esta, por ejemplo, a través de la apari
iónde �tadpoles� no físi
os en las amplitudes de 
uerdas, y puede ser interpretada 
omo una
arga no balan
eada ante 
ampos RR de 
uerda 
errada de los 9�planos orientifolios[2℄. Se re
upera la total 
onsisten
ia agregando un se
tor de 
uerda abierta, donde las
uerdas abiertas terminan en D9�branas que llevan la 
arga RR opuesta. En este sentidoel se
tor de 
uerda abierta apare
e 
omo un se
tor retor
ido para la proye

ión anteel inter
ambio izquierda-dere
ha. La solu
ión de las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de lostadpoles �ja el grupo de 
alibre de Chan�Paton. El mismo esquema es válido en menosdimensiones 
uando los modos izquierdo y dere
ho son a
oplados simétri
amente.Aquí seguimos estos pasos, empezando 
on teorías tipo IIB donde el se
tor internose 
onstruye a partir de modelos de Gepner. Nuestro objetivo prin
ipal es desarrollarun pro
edimiento sistemáti
o para manipular estos modelos. En parti
ular mostramos
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ómo se pueden implementar la división (modding) por simetrías de fases y por per-muta
iones 
í
li
as, para tener más 
ontrol sobre el número de genera
iones, la roturao aumento de las simetrías de 
alibre y supersimetría, et
. Se 
onstruyen varios ejem-plos en D = 8, 6 y 4 dimensiones y se los presenta a modo ilustrativo. A partir de loasí 
onstruido se podría realizar un estudio más dirigido ha
ia modelos interesantesfenomenológi
amente, o a hallar duales heteróti
os.En los 
apítulos 2 y 3 estudiamos orientifolios de teorías IIB 
on se
tor interno
ompuesto por modelos de Gepner y de Gepner + orbifolds respe
tivamente. En los
apítulos 4 y 5 estudiamos modelos de Gepner (y Kazama�Suzuki) en la 
uerda hete-róti
a.
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Capítulo 2
Orientifolios IIB en puntos de Gepner
2.1. Introdu

iónEn este 
apítulo estudiamos varios aspe
tos de orientifolios de teorías de 
uerdas
erradas tipo IIB en puntos de Gepner, en diferentes dimensiones. Se introdu
e el se
torabierto, en la forma 
onstru
tiva usual, para 
an
elar las 
argas de RR de los planosorientifolios. Se implementan �moddings� por permuta
iones 
í
li
as de los bloquessuper
onformes internos N = 2, así 
omo por simetrías de fase. Se muestra que estosmoddings indu
en redu

iones en el número de genera
iones, ruptura o aumento delas simetrías de 
alibre y 
ambios de topología. Se presenta un estudio sistemáti
o demodelos 
onsistentes en D = 8 dimensiones, y algunos ejemplos ilustrativos en D = 6y D = 4.Este 
apítulo está organizado de la siguiente manera. En las subse

iones 2.2 y 2.3,que 
ontienen breves reseñas de las fun
iones de parti
ión en teoría de super
uerdastipo I y de los modelos de Gepner, se desarrollan las prin
ipales ideas de la 
onstru

ióny se de�ne la nota
ión. En la subse

ión 2.4 se dis
ute la amplitud de va
ío en teoríastipo I en puntos de Gepner, y es ilustrada a través de ejemplos explí
itos en D = 8, 6 y4 dimensiones de espa
iotiempo en las subse

iones 2.5, 2.6 y 2.7 donde se espe
i�
anel 
ontenido de materia y los grupos de 
alibre de Chan�Paton que llevan a teorías
onsistentes. En la subse

ión 2.8 se 
onsideran moddings por permuta
iones 
í
li
asy por simetrías dis
retas de fase. Mu
hos detalles son relegados a los apéndi
es paramantener la 
on
entra
ión en los aspe
tos esen
iales de la 
onstru

ión. En el apéndi
e7.1 se ha
e un sumario de las expresiones explí
itas y de las propiedades de los 
ara
teresde los modelos super
onformes N = 2, y de las propiedades de transforma
ión modularde los 
ara
teres supersimétri
os de las 
uerdas N = 2. En el apéndi
e 7.2 listamos el9



10 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBespe
tro de estados 
ontenido en los 
ara
teres relevantes de los modelos de Gepner
onstruidos en el 
uerpo prin
ipal del 
apítulo.2.2. Amplitud de va
ío de la super
uerda tipo IEn esta se

ión reseñamos la 
onstru

ión de la teoría de super
uerdas (ver eltrabajo original [29, 30℄, así 
omo la ex
elente reseña [31℄ y las referen
ias que hayallí).Consideremos la fun
ión de parti
ión en el toro de la 
uerda IIB en D dimensiones(dejamos los detalles para la referen
ia [2℄ y los ejemplos explí
itos para la se

iónsiguiente). Esquemáti
amente se la de�ne 
omo
ZT (τ, τ̄ ) =

∑

a,b

χa(τ)N abχ̄b(τ̄) (2.1)donde los 
ara
teres de los modos izquierdos χa(τ) = TrHaq
L0−

c
24 , 
on q = e2iπτ , generanuna representa
ión del grupo modular del toro generado por las transforma
iones S:

τ → − 1
τ
y T: τ → τ + 1. Ha es el espa
io de Hilbert de la teoría de 
ampos 
onforme
on 
arga 
entral c = 15 generado a partir de un estado primario 
onforme φa (y deforma similar para el álgebra de los modos dere
hos).En parti
ular χa(− 1

τ
) = Saa′χa′(τ) y la invarian
ia modular requiere SNS−1 = N .Genéri
amente los 
ara
teres pueden separarse en una parte de espa
iotiempo, que
ontribuye 
on cst = c̄st = 3

2
D y un se
tor interno 
on cint = c̄int = 3

2
(10 − D).Bus
amos teorías 
on simetría izquierda�dere
ha, por lo que también debemos pedir

N ab = N ba.Sea Ω el operador que invierte el orden (de orientifolio), que permuta los modosizquierdos y dere
hos. Para dividir por la simetría izquierda�dere
ha se introdu
e eloperador de proye

ión 1
2
(1 + Ω) en la fun
ión de parti
ión del toro. La amplitud deva
ío resultante es
ZΩ(τ, τ̄) = ZT (τ, τ̄) + ZK(τ − τ̄) . (2.2)El primer término es sólo la simetriza
ión (o anti�simetriza
ión en 
aso que losestados anti
onmuten) de las 
ontribu
iones de los estados izquierdos y dere
hos, lo queindi
a que dos estados que di�eran en el orden izquierdo�dere
ho deben ser 
ontadossólo una vez. El segundo término es la 
ontribu
ión de la botella de Klein, y tieneen 
uenta los estados que son iguales en ambos se
tores. En este 
aso, el operador

e2iπτL0e−2iπτ̄ L̄0 , 
uando a
túa en los mismos estados, se transforma en e2iπ2itKL0 
on
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τ − τ̄ = 2itK y así

ZK(2itK) =
1

2

∑

a

Kaχa(2itK) , (2.3)donde |Ka| = N aa (hay libertad en la ele

ión del signo en esta de�ni
ión, la que �jamosimponiendo las 
ondi
iones de 
onsisten
ia [22, 23, 42℄). La amplitud de la botella deKlein en el 
anal transverso se obtiene ha
iendo una transforma
ión modular S tal que
Z̃K(il) =

1

2

∑

a

O2
aχa(il) (2.4)
on l = 1

2tK
y

O2
a = 2DKbSba . (2.5)Esta nota
ión para los 
oe�
ientes del 
anal 
errado resaltan el he
ho de que el 
analtransverso de la botella de Klein representa una 
uerda 
errada propagándose entredos 
ross
aps (planos orientifolios) que a
túan 
omo bordes. Esta amplitud debe serintegrada sobre las longitudes del tubo. Dado que los estados de 
uerda 
errada demasa m 
ontribuyen 
omo e−lm2 en el 
ará
ter, se 
on
luye que los estados de masa
ero produ
irán genéri
amente divergen
ias tipo tadpole en el límite l →∞. Mientrasque los estados de masa 
ero NSNS pueden ser presumiblemente interpretados 
omorede�ni
iones del fondo [24, 25℄, los tadpoles RR llevan, 
omo fue men
ionado, a in-
onsisten
ias inevitables. Notemos que Oa es la 
arga que tiene el plano orientifolio(
ross
ap) frente a estos 
ampos RR presentes en χa.Para obtener una teoría 
onsistente, se puede in
luir un se
tor de 
uerda abierta
on D�branas que tengan 
arga RR −Oa [29, 30℄ (véase también [26, 27, 28, 31℄), paraque se anule la 
arga total.Debe introdu
irse una amplitud en el 
ilindro de 
uerda abierta, que representa
uerdas propagándose entre planos orientifolios y D�branas. En el límite de tubo largo,la suma de las 
ontribu
iones de la botella de Klein, el 
ilindro y la 
inta de Möbiusen el 
anal transverso debe fa
torizarse 
omo

Z̃K(il) + Z̃M (il) + Z̃C(il)→
∑

a

(Oa +Da)
2 1

ma
2

=
∑

a

(O2
a + 2OaDa +D2

a)
1

ma
2
(2.6)donde ma es la masa del estado en χa. Para 
ampos RR de masa 
ero, Da es la 
argaRR de la D�brana, y la ausen
ia de divergen
ia requiere

Oa +Da = 0 . (2.7)La forma genéri
a de la amplitud de 
ilindro en el 
anal dire
to debe ser
ZC(itC) =

1

2

∑

a

Caχa(itC) , (2.8)
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Ca = Cjkanjnk (2.9)representa la multipli
idad de estados 
ontenidos en χa(it) y nj , nk son las multipli
i-dades de los Chan�Paton. nj puede ser interpretado 
omo el número de branas de tipo

j donde los extremos de la 
uerda deben pegarse1. ∑j nj = NB es el número totalde D�branas. Men
ionemos que, en general, mientras que el índi
e a 
orre sobre variasrepresenta
iones 
onformes de peso máximo que de�nen los 
ara
teres χa, los índi
es
j no están ne
esariamente en rela
ión uno a uno 
on ellos. Sin embargo, sí hay una tal
orresponden
ia para los invariantes 
onjugados de 
arga [37, 29, 30℄.Los Cija deben, por lo tanto, ser enteros positivos. De he
ho, 
omo dis
utimosmás abajo, las úni
as posibilidades son Cija = 0, 1, 2. La representa
ión en el 
analtransverso de esta amplitud es

Z̃C(il) =
1

2

∑

a

D2
aχa(il) (2.10)
on Da = Djanj y

(Djanj)
2 = CbSba = CjkbnjnkSba . (2.11)La amplitud de la 
inta de Möbius presenta algunas sutilezas adi
ionales, dado queel moduli itM + 1

2
no es puramente imaginario. De he
ho los 
ara
teres están dados por
χΩ

a (itM ) ≡ TrHa(e
πit(L0−

c
24

)Ω) = χa(itM + 1
2
) , (2.12)y esto introdu
e signos relativos para las ex
ita
iones de os
ilador en los distintosniveles de masa, dando lugar a 
ara
teres 
omplejos (no reales). La amplitud en el
anal dire
to toma la forma

ZM(itM) =
1

2

∑

a

Maχ̂a(itM + 1
2
) (2.13)donde ahora

Ma = Mjanj (2.14)son números enteros, y el �sombrero� en los 
ara
teres indi
a que se les ha extraído lafase eiπ(h−c/24) para ha
erlos reales.Los 
ara
teres en los 
anales dire
to y transverso de la 
inta de Möbius están rela-
ionados por la transforma
ión [29℄ P: itM + 1
2
→ i

4tM
+ 1

2
. Ésta puede ser generada a1j debería presumiblemente tener una interpreta
ión topológi
a, 
omo es el 
aso para branas ensingularidades de orbifold, donde etiqueta la monodromía de la singularidad.
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iones modulares S y T 
omo P = TST
2
S. La parte 
orrespon-diente al 
anal transverso, que representa una 
uerda 
errada propagándose entre unaD�brana y un plano orientifolio, es

Z̃M(il) =
1

2

∑

a

Oa(Djanj)χ̂a(il +
1
2
) (2.15)
on

Oa(Djanj) = 2
D
2MbPba = 2

D
2 MjbnjPba . (2.16)Notemos que la longitud del tubo l = 1

2tK
= 1

tC
= 1

4tM
= − 1

2π
ln q debe ser la mismapara que las distintas amplitudes de 
uerda sean 
omparables. Se ve que de esta manerase obtiene la fa
toriza
ión 
orre
ta del 
anal 
errado en el límite de tubo largo ( χ̂a(il+

1
2
)→ χa(il))(2.6).En las se

iones siguientes apli
aremos esta 
onstru

ión de des
endientes abiertosa teorías IIB donde el se
tor interno está 
onstruido a partir de modelos de Gepner.Antes de 
errar esta se

ión, hagamos unos 
omentarios a
er
a del espe
tro de 
uer-da abierta. Notemos que los 
oe�
ientes de qm2

a en la expansión en q de las amplitudesde 
ilindro + 
inta de Möbius en el 
anal dire
to, los que son propor
ionales a
1

2
[(Cjkanjnk)± (Mjanj)] , (2.17)no son más que las multipli
idades de los 
ampos de 
uerda abierta de masa ma. Enprin
ipio, estas multipli
idades y las propiedades de transforma
ión en el espa
iotiempode los 
orrespondientes 
ara
teres deberían permitirnos re
onstruir el espe
tro. Note-mos que los niveles par e impar en la 
inta de Möbius di�eren en signo, debido al fa
tor

1/2 en el argumento del 
ará
ter.Dado que, en la 
uerda abierta, las representa
iones del grupo de 
alibre están gene-radas por los índi
es de Chan�Paton en los dos extremos de la 
uerda, se puede inferirque los úni
os grupos permitidos son los simplé
ti
os, ortogonales y/o unitarios[2, 31℄.Por otro lado, sólo las representa
iones adjunta (Adj), simétri
a ( ), o antisimétri
a( ) (y sus 
onjugadas) pueden 
onstruirse a partir de los fa
tores de Chan�Paton queterminan en el mismo tipo de brana. La parte 
uadráti
a de estas representa
ionesvienen de las 
ontribu
iones del 
ilindro, y por lo tanto esperamos que Ciia = 0, 1, 2.Re
ordemos también que, si se obtiene una representa
ión simétri
a (antisimétri
a) enalgún nivel de masa, enton
es el siguiente nivel 
ontendrá una antisimétri
a (respe
ti-vamente simétri
a), e irán así inter
ambiándose, debido a los signos alternados en la
ontribu
ión de la 
inta de Möbius.Si estuvieran presentes dos grupos de 
alibre Gi × Gj, pueden apare
er represen-ta
iones bifundamentales [ ( i, j)] 
orrespondientes a extremos de la 
uerda en dos
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onjuntos diferentes de D�branas ni y nj , y enton
es Cjia = 0, 1. Los términos linealesen nj en (2.17) que vienen de la 
inta de Möbius deben 
ompletar las representa
ionesde dos índi
es, enton
es Mja = 0, 1,−1.Por otro lado, para un a �jo, Ciia = 2 
on el 
orrespondiente 
oe�
iente de la 
intade Möbius Mia = 0, indi
a una representa
ión adjunta de un U(ni)
2. Similarmente si

Cjia = 1 
on i 6= j, enton
es Mja = Mia = 0.Una vez que se ha obtenido la fun
ión de parti
ión de la botella de Klein a partirde fun
ión de parti
ión de tipo IIB del toro 
on simetría izquierda�dere
ha, nuestra
onstru

ión del se
tor de 
uerda abierta se basará 
ompletamente enFa
toriza
iónCan
ela
ión de los tadpoles RR de masa 
eroRestri

iones por 
onsisten
ia sobre los 
oe�
ientes enteros Cjia y Mja.2.3. Reseña de modelos de GepnerGepner ha mostrado 
ómo 
onstruir teorías de 
uerda 
errada supersimétri
a en
uatro dimensiones de espa
iotiempo reemplazando la no
ión geométri
a de enrollarlas dimensiones extra en una variedad 
ompa
ta interna por un pro
edimiento alge-brai
o donde el se
tor interno 
onsiste de un produ
to tensorial de modelos minimalessuper
onformes N = 2 
on 
arga 
entral total cint = 9 [8℄. La supersimetría en el es-pa
iotiempo y la invarian
ia modular se implementan manteniendo en el espe
tro sólolos estados para los que la 
arga total U(1) es un entero impar. Repasemos brevementela 
onstru

ión de Gepner para �jar nota
ión.Una teoría de 
uerdas 
onsistente en D dimensiones de espa
iotiempo requiere unateoría de 
ampos 
onforme (CFT) interna 
on cint = 12− 3
2
(D−2) en el 
alibre del 
onode luz. La supersimetría N = 1 en el espa
iotiempo se obtiene si la CFT interna tienesupersimetría N = 2. Los (D − 2) bosones y los fermiones Xµ, ψµ espa
iotemporalesde�nen una CFT 
on cst = 3

2
(D − 2) y realizan un álgebra super
onforme N = 2 para

D par.Los modelos de Gepner representan una 
onstru

ión algebrai
a explí
ita de unva
ío de 
uerdas supersimétri
as donde el se
tor interno está dado por el produ
to ten-2En realidad, una vez que se ha identi�
ado un grupo unitario, resulta útil rees
ribir el término
n2 
omo nn̄ (véase por ejemplo [7℄). Aún si, numéri
amente, n = n̄ esto nos permite distinguir lasrepresenta
iones 
omplejas
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opias de modelos minimales N = 2 
on niveles kj, j = 1, · · · , r. Utilizandola rela
ión entre la 
arga 
entral y el nivel de Ka
�Moody para los modelos minimales
N = 2

c =
3k

k + 2
, k = 1, 2, · · · (2.18)se pueden 
al
ular los valores de los cj .Modelos Minimales Super
onformes N = 2Es
ribamos por 
ompletitud el álgebra super
onforme N = 2 aquí

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0

[Lm, Jn] = −nJm+n

[
Lm, G

±
r

]
= (

m

2
− r)G±

m+r

[Jm, Jn] =
nc

3
δn+m,0

[
Jm, G

±
r

]
= ±G±

m+r

{G+
r , G

−
s } = 2Lr+s + (r − s)Jr+s +

c

3
(r2 − 1

4
)δr+s,0

{G+
r , G

+
s } = {G−

r , G
−
s } = 0. (2.19)Los 
asos r, s entero o semi-entero 
orresponden a los se
tores R o NS respe
tivamente.La simetría de �ujo espe
tral del álgebra nos permite 
onsiderar se
tores retor
idos queinterpolan entre R y NS. De he
ho los siguientes operadores

L̃m = Lm +
n

2
Jm +

c

6
n2δm,0

G̃±
r = G±

r±n
2

J̃m = Jm +
c

6
nδm,0 , (2.20)generan un álgebra N = 2 isomorfa 
on la misma 
arga 
entral, y donde G±

r → G±
r±n

2
.Es bien sabido que las representa
iones unitarias del álgebra N = 2 super
onformeo
urren para 
iertos valores de la 
arga 
entral. Para c < 3 la serie minimal dis
retaestá dada por (2.18). Los 
ampos primarios de los modelos minimales son etiquetadospor tres enteros (l, q, s) tales que l = 0, 1, · · ·; l + q + s = 0 mod 2 y pertene
en a losse
tores NS o R 
uando l+ q es par o impar respe
tivamente. La dimensión y la 
arga
onforme de los estados de peso máximo están dadas por

∆l,q,s =
l(l + 2)− q2

4(k + 2)
+
s2

8
mod 1 (2.21)

Ql,q,s = − q

k + 2
+
s

2
mod 2 . (2.22)
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iones etiquetadas por (l′, q′, s′) y (l, q, s) son equivalentes i.e. 
orres-ponden al mismo estado, si
l′ = l , q′ = q mod 2(k + 2) , s′ = s mod 4 . (2.23)o

l′ = k − l , q′ = q + k + 2 , s′ = s+ 2 (2.24)La dimensión y el peso 
onforme exa
tos de los estados de peso máximo en la represen-ta
ión (l, q, s) se obtienen de las e
ua
iones (2.21) y (2.22) usando las identi�
a
ionesanteriores para llevar (l, q, s) al rango estándar, dado por
l = 0, 1, · · · , k ; |q − s| ≤ l ; l + q + s = 0 mod 2 (2.25)y que |s| tome su valor mínimo entre los de (2.23) y (2.24).Los 
ampos primarios obede
en las desigualdades

∆l,q,s ≥
|Ql,q,s|

2
(2.26)para las representa
iones 
on s par (se
tor NS), mientras que las de s impar (se
tor R)satisfa
en

∆l,q,s ≥
c

24
. (2.27)La opera
ión de retor
imiento (2.20) 
orresponde a apli
ar n ve
es las transforma-
iones q → q + 1, s→ s + 1. Las dimensiones y 
argas 
onformes de los 
ampos en else
tor retor
ido n-ésimo, 
uando ambos l, q, s y l, q+n, s+n están en el rango estándar,se obtienen de

∆l,q+n,s+n = ∆n
l,q,s = ∆0

l,q,s +
n

2
Q0

l,q,s + n2 c

24

Ql,q+n,s+n = Qn
l,q,s = Q0

l,q,s + n
c

6
. (2.28)Notemos que n par interpola entre se
tores del mismo tipo, mientras que n imparinter
ambia los se
tores R y NS. Cuando la transforma
ión q → q + n, s → s + n loslleva fuera del rango estándar, las expresiones para la dimensión y 
arga 
onformesdi�eren de las de (2.28) en un entero y en un entero par respe
tivamente. Por otro ladolas identi�
a
iones (2.23) impli
an que se vuelve a la representa
ión original despuésde retor
er n = 2(k + 2) ve
es para k par y n = 4(k + 2) ve
es para k impar. Un 
asoparti
ular está dado por l = k/2 para k par, donde la identi�
a
ión (2.24) impli
a quela representa
ión se vuelve a obtener para n = k + 2.
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ión de parti
ión de los modelos minimales en el toro puede es
ribirse entérminos de los 
ara
teres de las representa
iones irredu
ibles 
omo
Z(m.m.)

T (τ) =
∑

(l,q,s),(l̄,q̄,s̄)

N(l,q,s),(l̄,q̄,s̄)χ(l,q,s)(τ, 0)χ∗
(l̄,q̄,s̄)(τ̄ , 0) (2.29)donde los 
oe�
ientes N(l,q,s),(l̄,q̄,s̄) son enteros no negativos que 
uentan el númerode ve
es que la representa
ión irredu
ible (l, q, s) ⊗ (l̄, q̄, s̄) está 
ontenida en H. Laexisten
ia de un estado base úni
o requiere que N(0,0,0),(0,0,0) = 1. Los 
ara
teres en else
tor H(l,q,s) están dados por

χ(l,q,s)(τ, z) = TrH(l,q,s)

(
e2πiτ(L0−

c
24

)e2πizJ0
) (2.30)en el se
tor holomorfo sin retor
er, y por

χ(l,q+n,s+n)(τ, z) ≡ Qnχ(l,q,s)(τ, z) (2.31)en el se
tor holomorfo retor
ido por n, donde Q es el operador que interpola entrese
tores NS y R, y similarmente para la parte antiholomorfa.El espa
io de Hilbert puede des
omponerse en dos subespa
ios H(l,q) = H(l,q,s) +

H(l,q,s+2), donde 
ada subespa
io es generado apli
ando un número par de ve
es de G±
r alos 
ampos �primarios� |Ψ(l,q,s) > y |Ψ(l,q,s+2) >. Ambos subespa
ios están rela
ionadospor la a

ión de un G±. Por esto es 
onveniente de�nir

χl,q(τ, z) ≡ TrHl,q
(e2πi(L0−

c
24

)τe2πiJ0z) = χ(l,q,s)(τ, z) + χ(l,q,s+2)(τ, z) . (2.32)Expresiones y propiedades explí
itas de los 
ara
teres de los modelos minimales super-
onformes N = 2 están in
luidos en el apéndi
e 7.1.El 
ará
ter χl,q 
on l+q par 
ontiene dos familias de estados 
on �primarios� (l, q, s)y (l, q, s + 2) 
uyas dimensiones 
onformes di�eren por 1/2. Siempre se puede elegir
s = 0 de modo que el �primario� 
on menor dimensión 
onforme (el verdadero primario)tenga (l, q, s) en el rango estándar. Este estado tiene dimensión y pesos 
onformes dadospor (2.21) y (2.22). Para el otro �primario�, |s| ≥ 2.En el se
tor R los dos estados de pesos máximo tienen la misma dimensión 
onforme,y sus 
argas di�eren en uno, salvo 
uando una de las dimensiones 
onformes es c/24.Siempre es posible elegir s = −1 para la representa
ión en la que el estado de pesomáximo tiene menor 
arga. Así la dimensión y la 
arga 
onformes de este estado son

∆l,q =
l(l + 2)− q2

4(k + 2)
+

1

8
; Ql,q = − q

k + 2
− 1

2

l + q ∈ 2 Z + 1, −l − 1 ≤ q ≤ l − 1 . (2.33)
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c
24
) el estado de peso máximo puede obtenerse eligiendo

s = 1, tiene la misma dimensión 
onforme que (l, q, s) pero su 
arga es Ql,q+1, mientrasque para q = −l − 1 (∆l,q = c
24
), la dimensión 
onforme es ∆l,q + 1.De las rela
iones de equivalen
ia (2.23) y (2.24) se pueden demostrar las siguientesidentidades

χl,q(τ, z) = χk−l,q+k+2(τ, z) = χl,q+2(k+2)(τ, z) . (2.34)Los 
ara
teres 
onjugados de 
arga 
ontienen estados de peso máximo 
on 
argas
Ql,q y Ql,−q que satisfa
en

χl,q(τ, z) = χl,−q(τ,−z) . (2.35)Las transforma
iones modulares envían un se
tor en otro, enton
es la invarian
iamodular requiere 
onsiderar los 
uatro se
tores NS±, R±, de�nidos 
omo
χNS±

l,q =
1

2
(χ(l,q,0) ± χ(l,q,2)) (2.36)

χR±

l,q =
1

2
(χ(l,q−1,−1) ± χ(l,q−1,1)) . (2.37)Notemos que χNS+

l,q = χl,q. Todos ellos pueden es
ribirse en términos de χNS+

l,q despla-zando el argumento z
χNS−

l,q (τ, z) = e−πiQχNS+

l,q (τ, z + 1
2
)

χR+

l,q (τ, z) = e2πiτc/24e2πizc/6χNS+

l,q−1(τ, z + 1
2
τ)

χNS−

l,q (τ, z) = e−πiQe2πiτc/24e2πizc/6χNS+

l,q−1(τ, z + 1
2
τ + 1

2
) . (2.38)Bajo S: τ → − 1

τ
, los 
ara
teres minimales χl,q 
on l + q par transforman 
omo

χl,q(−
1

τ
,
z

τ
) = e2πi z2c

6τ

∑

l′,q′

Sl,q;l′,q′χl′,q′(τ, z) , (2.39)o equivalentemente 
omo
χl,q(−

1

τ
,
z

τ
) = e2πi z2c

6τ

∑

l′,q′

S−1
l,q;l′,q′χl′,q′(τ,−z) (2.40)donde la matriz S está dada por

Sl,q;l′,q′ ≡
2

(k + 2)
eπi qq′

k+2 sin(π
(l + 1)(l′ + 1)

k + 2
) (2.41)(para (l + q) par). Se veri�
a la siguiente igualdad

Sl,q;l′,q′ = Sk−l,q+k+2;l′,q′ . (2.42)
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ando la transforma
ión S dos ve
es se obtiene
χl,q(τ, z) =

∑

l′,q′

S2
l,q;l′,q′χl′,q′(τ,−z) (2.43)
on la que se llega a la matriz de 
onjuga
ión de 
arga

S2 = C , Cl,q;l′,q′ = δl,q;l′,−q′ .Usando las expresiones explí
itas de los 
ara
teres es fá
il veri�
ar que S a
túa de lasiguiente manera: NS+ → NS+, NS− ↔ R+, R− → R−. A su vez bajo T : τ → τ + 1los 
ara
teres transforman así
χNS+

l,q (τ + 1, z) = e2πi(∆l,q−
c
24

)χl,q,0(τ, z) + e2πi(∆l,q+ impar
2

− c
24

)χl,q,2(τ, z + 1
2
)

= e2πi(∆l,q−
c
24

)χNS−

l,q (τ, z) (2.44)
χNS−

l,q (τ + 1, z) = e2πi(∆l,q−
c
24

)χNS+

l,q (τ, z) (2.45)
χR±

l,q (τ + 1, z) = e2πi(∆l,q−1,−1−
c
24

)χR±

l,q (τ, z) = e2πi(∆l,q−
Ql,q

2
)χR±

l,q (τ, z) (2.46)por lo que T: NS± → NS∓ ; R± → R±.2.3.1. Cuerdas N = 2Una teoría de 
uerdas de dimensión D se obtiene ha
iendo el produ
to tensorial de
r CFT super
onformes N = 2 internas tales que∑r

i=1 ci = 12− 3
2
(D−2) y agregándolela 
ontribu
ión de espa
iotiempo. Empe
emos repasando la parte de espa
iotiempo.Los (D−2) bosones y fermiones de espa
iotiempo realizan un álgebra super
onforme(2,2). Los fermiones ψµ(z) (µ = 1, · · · , D − 1) exhiben una simetría SO(D − 2) querequiere que los estados estén en una representa
ión unitaria del álgebra de Lorentzafín transversa a nivel k = 1. Éstas son las representa
iones es
alar, ve
tor, espinor yespinor 
onjugado etiquetadas respe
tivamente por λ = 0, 2, 1,−1. La 
ontribu
ión de
ada par de dimensiones transversas a los 
ara
teres de espa
iotiempo son

Υ0(2)(τ, z) =
1

2η(τ)3

(
ϑ

[
0

0

]
(τ, z)± ϑ

[
0
1
2

]
(τ, z)

)

Υ1(−1)(τ, z) =
1

2η(τ)3

(
ϑ

[
1
2

0

]
(τ, z)∓ iϑ

[1
2
1
2

]
(τ, z)

)
. (2.47)



20 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBdonde los signos superiores (inferiores) 
orresponden al primer (segundo) subíndi
e enel 
ará
ter. Las dimensiones y 
argas 
onformes de espa
iotiempo de los estados son
∆st =

λ2

8
, Qst =

λ

2
, (2.48)y la identi�
a
ión de 
ampos es λ′ = λ mod 4.Similarmente a (2.36) y (2.37) de�nimos para 
ada par de dimensiones transversas

χNS±

(τ, z) = Υ0(τ, z)±Υ2(τ, z) ; χR±

(τ, z) = Υ−1(τ, z)±Υ1(τ, z) , (2.49)y se puede ver de (2.47) que χR−
(τ, 0) ≡ 0. Denotamos a los 
ara
teres de espa
iotiempoen el se
tor retor
ido ν-ve
es por

χν(τ, z) = Υ0+ν(τ, z) + Υ2+ν(τ, z) . (2.50)Notemos que χν(τ, z) = χNS+
(τ, z) si ν es par y χν(τ, z) = χR+

(τ, z) si ν es impar.La transforma
ión modular S sobre estos 
ara
teres de espa
iotiempo se redu
e a
χNS+

(−1

τ
,
z

τ
) =

e2πi
z2cst

6τ

−iτ Sstχ
NS+

(τ, z) ,donde cst = 3
2
(D − 2) y Sst = 1.Juntando todo, el 
ará
ter aso
iado a un estado primario de la teoría 
ompleta estádado por el produ
to de las 
ontribu
iones de espa
iotiempo y las r teorías internas.Para obtener supersimetríaN = 1 en la hoja de mundo, todos los estados en el produ
todeben pertene
er a un se
tor de�nido, i.e. los estados NS (R) deben ser multipli
adossólo 
on estados NS (R). La invarian
ia modular requiere que la 
arga total U(1) seaimpar. Estas 
ondi
iones llevan al 
ará
ter siguiente
χ~α(τ, z) ≡ P̂GSO{χ′

~α(τ, z)} ≡ P̂GSO{[χν(τ, z)]
d

d+r∏

i=d+1

χαi
(τ, z)} (2.51)donde [χν(τ, z)]

d es el 
ará
ter de espa
iotiempo de D dimensiones 
on d = (D−2)
2

. Aquí
~α es ve
tor de (d+ r) 
omponentes 
on entradas αi = ν para i = 1, · · · , d y αi = (li, qi)para i = d+ 1, · · · , d+ r que denota el estado primario 
ompleto (produ
to de teoríasinternas y de espa
iotiempo) tales que ambos li +qi y ν son pares o impares. Con P̂GSOdenotamos la proye

ión GSO generalizada sobre estados 
on 
arga U(1) impar.La a

ión del operador de supersimetría sobre la teoría produ
to puede ser expresa-da más 
onvenientemente introdu
iendo un ve
tor ~α(n) 
on 
omponentes α(n)

i = ν + npara i = 1, · · · , d y α(n)
i = (li, qi + n) para i = d+ 1, · · · , d+ r 
omo

Qnχ~α(τ, z) = χ~α(n)(τ, z) . (2.52)



2.3. RESEÑA DE MODELOS DE GEPNER 21Notar que si αi denota un estado en el se
tor NS, enton
es α(n)
i y por lo tanto ~α
orresponden al se
tor NS.La supersimetría N = 1 en el espa
iotiempo requiere sumar sobre todos los se
-tores retor
idos. Dada la identi�
a
ión de estados, esta suma se redu
e a una sobre

n mod 2m donde m es el m.
.m. de todos los ki + 2 en el produ
to. Finalmente el
ará
ter supersimétri
o está dado por (ver apéndi
e 7.1)
χsusy

~α (τ, z) =

2m−1∑

n=0

(−1)nχ~α(n)(τ, z) = (2.53)
=

1

2m

∑

n,p mod 2m

(−1)n+pe2πi(n2 c
24

τ+n c
6
z)
[
χ0(τ, z +

n

2
τ +

p

2
)
]d r∏

i=1

χli,qi
(τ, z +

n

2
τ +

p

2
)
on c = 12. Los se
tores NS o R se obtienen 
uando se suma sobre n par o imparrespe
tivamente, y los 
ara
teres periódi
os (+) o antiperiódi
os (−) apare
en 
uandose suma sobre p par o impar, respe
tivamente.Con este resultado, el se
tor abierto se puede es
ribir fá
ilmente, en forma explí
i-tamente supersimétri
a, 
omo 
ombina
ión lineal de estos 
ara
teres.Dis
utamos algunas propiedades de los 
ara
teres 
ontenidos en χsusy

~α (τ). Es 
on-veniente introdu
ir la siguiente nota
ión: ~β es un ve
tor de d + r 
omponentes 
onentradas βi = λi para i = 1, · · · , d y βi = (li, qi, si) para i = d + 1, · · · , d + r, y talque li + qi + si y λi son ambos pares o impares. Análogamente se puede de�nir elve
tor ~β(n) obtenido 
omo λi, qi, si → λi +n, qi +n, si +n. Debido a la proye

ión GSOgeneralizada los estados 
ontenidos en los 
ara
teres χNS
~α y χR

~α llevan un índi
e ~β talque Q~β(n) es impar (Q~β =
∑d+r

i=1 Qβi
). Antes de proye
tar por GSO, las 
argas de losestados 
ontenidas en el 
ará
ter están todas rela
ionadas por

Q~β(n) = Q~β + 2n mod 2 (2.54)y por lo tanto todos los estados proye
tados por GSO en χ~α(n) para un dado n puedenobtenerse retor
iendo el produ
to de estados para n = 0 proye
tado por GSO.La dimensión 
onforme total de los 
ampos en el se
tor retor
ido n-ésimo está dadapor
∆~β(n) = ∆~β +

n

2
Q~β +

n2

2
mod 1 (2.55)donde ∆~β =

∑d+r
i=1 ∆βi

. Notemos que la suma de las dimensiones 
onformes de losestados sin retor
er después de ser proye
tados por GSO di�eren en un entero de lasuma de las dimensiones 
onformes de los estados retor
idos n ve
es (dado que n
2
(Q~β+n)es entero para Q~β impar). Enton
es todos los estados obtenidos retor
iendo un estado
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arga U(1) impar tienen una dimensión 
onforme que di�ere en un entero de la delestado sin retor
er.Comparemos ahora los estados proye
tados por GSO en el se
tor NS etiquetado porlos ve
tores ~β y ~β ′ que veri�quen li = l′i, qi = q′i, λi 6= λ′i y si 6= s′i. Las diferen
ias ensus dimensiones y 
argas 
onformes están dadas por el número de estados 
on si 6= 0.De he
ho, 
onsiderando que
∆λ+2 −∆λ =

1 + ν

2
mod 1 ; Qλ+2 −Qλ = 1 mod 2

∆l,q,s+2 −∆l,q,s =
1 + l + q + s

2
mod 1 ; Ql,q,s+2 −Ql,q,s = 1 mod 2es fá
il ver que los estados 
on 
arga U(1) impar veri�
an

∆~β′ −∆~β ∈ Z ; Q~β′ −Q~β = 0 mod 2 . (2.56)Con
luimos que todos los estados 
ontenidos en un dado χsusy
~α tienen dimensiones
onformes dadas por ∆~β(n) − 1

2
= ∆~β0

−
Q

~β0

2
mod 1 (~β0 es el ve
tor ~β 
on si = 0 paratodo i). Dado ∆~β0

= ∆~α y Q~β0
= Q~α, �nalmente

∆~β(n) −
1

2
= ∆~α −

Q
~α

2
mod 1 (2.57)donde ~α ∈ NS. Esta rela
ión es importante porque da las dimensiones 
onformes delprodu
to de estados proye
tado por GSO (módulo un entero) a partir de las dimen-siones y 
argas 
onformes de los estados de peso máximo en el 
ará
ter no proye
tado

∏
i χαi

.Tomando en 
uenta que χsusy
~α 
ontiene la suma sobre todos los se
tores retor
idosy que todos los χsusy

~α(n) 
on n par 
ontienen las mismas representa
iones, se veri�
an lassiguientes identidades
χ

R/NS

~α(n) (τ, z) = χ
R/NS
~α (τ, z) ; χ±

~α(n)(τ, z) = χ±
~α (τ, z) . (2.58)Se puede enton
es elegir un ~α representativo de todos los ve
tores equivalentes anteretor
imientos y el número de 
ara
teres independientes se redu
e por m para 
adase
tor R o NS. Una ex
ep
ión importante es 
uando uno de los ki es par: si ~α 
ontienea li = ki

2
para 
ada ki par, enton
es el número de 
ara
teres supersimétri
os rela
ionadospor retor
imientos es m/2 y los estados 
on li = ki

2
apare
en dos ve
es en la suma sobre

n desde 0 hasta 2m− 1. A éstos los llamaremos ve
tores 
ortos.Las siguientes rela
iones entre los 
ara
teres supersimétri
os se obtienen de la iden-tidad (2.35) entre 
ara
teres 
onjugados de 
arga para 
ada modelo minimal
χ

NS/R
~α (τ, z) = χ

NS/R

(~α)
(τ,−z) (2.59)



2.4. SUPERCUERDAS TIPO I EN PUNTOS DE GEPNER 23donde (~α) es el ve
tor que se obtiene reemplazando qi por −qi en ~α.Las transforma
iones modulares de los 
ara
teres supersimétri
os están dis
utidasen el apéndi
e 7.1.2.4. Super
uerdas tipo I en puntos de GepnerEl espe
tro de estados de 
uerda 
errada perturbativa tipo II en los modelos deGepner está 
ontenido en la fun
ión de parti
ión 
ompleta supersimétri
a e invariantemodular para 
uerdas N = 2, la que se obtiene 
ombinando los se
tores izquierdo ydere
ho así
ZT (τ, τ̄) =

∑

~α;~̄α

N~α;~̄αχ
susy
~α (τ, 0)χsusy ∗

~̄α
(τ̄ , 0) , (2.60)e integrando sobre τ 
on la medida apropiada

ZT =

∫
dτdτ̄

(Imτ)2
ZT (τ, τ̄) . (2.61)Aquí los 
oe�
ientes N~α,~̄α son enteros positivos y se obtienen del produ
to ∏r

i=1N αi;ᾱide los modelos minimales individuales. Éstos son tales que la fun
ión de parti
ión esinvariante modular.En la siguiente se

ión 
onstruimos la fun
ión de parti
ión para des
endientes abier-tos y/o no�orientados de las super
uerdas tipo IIB, i.e. las amplitudes de va
ío de labotella de Klein, la 
inta de Möbius y el 
ilindro, 
on espe
ial aten
ión a las posibles
ontribu
iones de los tadpoles y sus 
an
ela
iones.2.4.1. Amplitud de la botella de KleinLa fun
ión de parti
ión para la botella de Klein puede ser obtenida a partir de ladel toro 
omo se hizo en la se

ión 2. Integrando sobre t 
on la medida apropiada, laamplitud de va
ío en el 
anal dire
to (
errado) está dada por
ZK =

1

2

∫ ∞

0

dt

4t
TrHcl

{
Ω exp

[
2πi(τ(L0 −

c

24
)− τ̄ (L̄0 −

c

24
))
]}

=
1

2

∫ ∞

0

dt

4t
(

1

4π2α′t
)

D
2 Tr′Hcl

{
exp

[
−4πt(L0 −

c

24
)
]} (2.62)donde Tr′ denota la traza sobre los modos de os
ilador dis
retos, y el fa
tor (4π2α′t)−D/2viene de la integral sobre los modos 
ero bosóni
os. La traza puede es
ribirse en tér-minos de los 
ara
teres supersimétri
os χsusy

~α 
omo
ZK(it) =

1

2
Tr′Hcl

{
exp

[
−4πt(L0 −

c

24
)
]}

=
1

2

∑

~α

K~αχ
susy
~α (2it) (2.63)



24 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBdonde |K~α| = N~α~α.La amplitud de la botella de Klein en el 
anal transverso se obtiene ha
iendo unatransforma
ión modular S
ZK =

1

2

∞∫

0

dt

4t
(

1

4π2α′t
)

D
2

∑

~α

K~αχ
susy
~α (2it)

=
1

2

1

(8π2α′)
D
2

∞∫

0

dl

4l
2Dl

D
2

∑

~α

K~αχ
susy
~α (

i

l
)

=
1

2

1

(8π2α′)
D
2

∞∫

0

dl

4
Z̃K(il) (2.64)donde l = 1/2t.

Z̃K(il) =
1

2

∑

~α

O2
~αχ

susy
~α (il) (2.65)representa una 
uerda 
errada propagándose entre dos 
ross
aps (planos orientifolios)y

O2
~α = 2DK~βS~β~α . (2.66)Como ya dijimos, genéri
amente, los 
ampos RR no masivos estarán presentes de mane-ra que Z̃K(il) ∝ O2

~αq
0+ · · · hará apare
er las indeseables divergen
ias 
uando se integresobre l. Por esto se tienen que in
luir amplitudes de D�branas y los 
orrespondientesse
tores de 
uerda abierta para 
an
elar estas divergen
ias.2.4.2. El se
tor abierto: amplitudes de Cilindro y de 
inta deMöbiusVeamos el se
tor abierto de la teoría. Aquí la fun
ión de parti
ión toma la forma

Zabierto =

∫ ∞

0

dt

4t
TrHo

[(
1 + Ω

2

)
e2πi(L0−

c
24

)it

]
= ZC + ZM (2.67)donde

ZC =
1

2

∫ ∞

0

dt

4t
TrHo

[
e2πi(L0−

c
24

)it
]

=
1

2

∫ ∞

0

dt

4t
(

1

8π2α′t
)

D
2 Tr′Ho

[
e2πi(L0−

c
24

)it
]y

ZM =
1

2

∫ ∞

0

dt

4t
TrHo

[
Ωe2πi(L0−

c
24

)it
]

=
1

2

∫ ∞

0

dt

4t
(

1

8π2α′t
)

D
2 Tr′Ho

{
exp

[
−2πt(L0 −

c

24
)
]
Ω
}

. (2.68)



2.4. SUPERCUERDAS TIPO I EN PUNTOS DE GEPNER 25Igual que antes, Tr′ denota la traza sobre los modos dis
retos de os
ilador, y el fa
tor
(8π2α′t)−D/2 viene de la integral sobre los modos 
ero bosóni
os. Las trazas puedenes
ribirse en términos de los 
ara
teres supersimétri
os χsusy

~α así
ZC(it) =

1

2
Tr′Ho

[e2πi(L0−
c
24

)it ] =
1

2

∑

~α

C~αχ
susy
~α (it) (2.69)

ZM(it) =
1

2
Tr′Ho

[e2πi(L0−
c
24

)itΩ ] =
1

2

∑

~α

M~αχ̂
susy
~α (it+ 1

2
) (2.70)donde

C~α = C~α
~α′,~α′′n~α′

n~α′′

; M~α =
∑

~α′

M~α~α′n~α′ (2.71)representa la multipli
idad de los estados 
ontenidos en los 
ara
teres y n~α son lasmultipli
idades de los Chan�Paton (ver la dis
usión más abajo(2.8)). Los C~α
~α′~α′′ de-ben enton
es ser enteros positivos, mientras que M~α~α′ son enteros. Los 
ara
teres 
onsombrero de la 
inta de Möbius se de�nen así

χ̂susy
~α (it+ 1

2
) = e−iπ(∆~α−

Q~α
2

)χsusy
~α (it+ 1

2
) (2.72)donde se ha extraído una fase para ha
erlos reales (ver apéndi
e 7.1).Podemos pro
eder a es
ribir este tipo de amplitudes en el 
anal transverso, paraestudiar la fa
toriza
ión y la 
an
ela
ión de tadpoles. Para expresar estas amplitudesen términos de una longitud de tubo l = − 1

2π
log q 
omún a todas, es ne
esariorees
alear el parámetro t en 
ada una. Mientras que los 
ara
teres en la amplitud del
ilindro involu
ran sólo transforma
iones S que rela
ionan los 
anales abierto y 
errado(ver (2.10)), los 
ara
teres de la 
inta de Möbius se evalúan en it + 1

2
, y enton
esexpresarlos en términos del parámetro l requiere la a

ión 
ombinada de T y S [29, 30℄.De he
ho, para nuestros 
ara
teres, se muestra en el apéndi
e 7.1 que tal transforma
iónse 
onsigue por medio de una matriz

P̂ = T (−1/2)ST 2S−1T (1/2) (2.73)donde
T

(1/2)
~α~α = eπi(∆~α−

Q~α
2

) (2.74)es la fase introdu
ida en (2.72), tal que los 
ara
teres en los 
anales dire
to y transversoestán rela
ionados por̂
χ

NS/R
~α (it+ 1

2
) = (2it)dP̂~α~α′χ̂

NS/R
~α′ (

i

4t
+

1

2
) . (2.75)Así
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ZC =

1

2

∞∫

0

dt

4t
(

1

8π2α′t
)

D
2

∑

~α

C~αχ
susy
~α (it)

=
1

2

1

(8π2α′)
D
2

∞∫

0

dl

4

∑

~α

C~αS~α~α′χsusy
~α′ (il) (2.76)

ZM =
1

2

∞∫

0

dt

4t
(

1

8π2α′t
)

D
2

∑

~α

M~αχ̂susy
~α (it+ 1

2
)

=
1

2

1

(8π2α′)
D
2

∞∫

0

dl

4
2× 2

D
2

∑

~α~α′

M~αidP̂~α~α′χ̂susy
~α′ (il + 1

2
) (2.77)donde d = (D − 2)/2.La suma de las tres amplitudes en el 
anal transverso es

ZK + ZC + ZM = −1

2

1

(8π2α′)
D
2

∞∫

0

dl

4

∑

~α

{ O2
~αχ~α(il) + D2

~αχ~α(il) (2.78)
+ 2× 2

D
2 M̃~αχ̂~α(il + 1

2
) } . (2.79)El requerimiento de re
onstruir un 
uadrado perfe
to (la fa
toriza
ión en (2.6)) para

l →∞ lleva a
D2

~α + 2× 2
D
2 M̃~α +O2

~α = cuadrado perfecto . (2.80)De he
ho 2
D
2 M̃~α = ±D~αO~α (re
ordemos que D2

~α es un polinomio 
uadráti
o en n~αmientras que M̃~α es un polinomio lineal en n~α).Por otro lado, para los 
ara
teres transversos que 
ontienen 
ampos de RR, i.e.aquellos que se originan en los bloques periódi
os del 
anal dire
to de la botella deKlein y el 
ilindro, y los del se
tor de R en el 
anal dire
to de la 
inta de Möbius, debesatisfa
erse la 
ondi
ión de 
arga RR 
ero (2.7).2.5. Ejemplos en 8 dimensionesIlustraremos nuestra 
onstru

ión a través de ejemplos explí
itos en D = 8 dimen-siones. En este 
aso cint = 3 y hay sólo tres modelos de Gepner: 13, 1 4 y 22. Se sabeque estos modelos 
orresponden a 
ompa
ti�
a
iones en toros ra
ionales espe
í�
os[8℄. Resulta útil estudiarlos en detalle y bus
ar un 
onjunto exhaustivo de solu
iones



2.5. EJEMPLOS EN 8 DIMENSIONES 27debido a su simpli
idad, dado que involu
ran unos po
os bloques y k bajos (de mo-do que el número de estados es manejable). En esta se

ión nos 
on
entraremos enel se
tor abierto. Los des
endientes abiertos de 
ompa
ti�
a
iones toroidales han sidoestudiados en [32℄ (ver también [33, 34℄ para otras perspe
tivas). Otros ejemplos en 6y 4 dimensiones de espa
iotiempo serán presentados en las se

iones siguientes.2.5.1. 13Para el modelo minimal k = 1, las etiquetas (l, q, s) que están en el rango estándardel se
tor NS son (0,0,0); (0,0,2); (1,1,0); (1,1,2); (1,−1, 0) y (1,−1, 2). Las dimensionesy 
argas 
onformes 
orrespondientes en todos los se
tores retor
idos no equivalentesestán en el 
uadro siguiente
.

n Representaciones ∆ Q

0 (0, 0, 0) 0 0

1 (0, 1, 1) 1
24

1
6

2 (0, 2, 2) ∼ (1,−1, 0) 1
6

1
3

3 (0, 3, 3) ∼ (1, 0, 1) 3
8

1
2

4 (0, 4, 4) ∼ (1, 1, 2) 2
3

2
3

5 (0, 5, 5) ∼ (1, 2, 3) 25
24

5
6

n Representaciones ∆ Q

0 (0, 0, 2) ∼ (1,±3,±4) 3
2
±1

1 (0, 1, 3) ∼ (1,−2,−3) 25
24
−5

6

2 (0, 2, 4) ∼ (1,−1,−2) 2
3
−2

3

3 (0, 3, 5) ∼ (1, 0,−1) 3
8
−1

2

4 (0, 4, 6) ∼ (1, 1, 0) 1
6
−1

3

5 (0, 5, 7) ∼ (0,−1,−1) 1
24
−1

6

(2.81)
Hay tres modelos de Gepner que 
ontienen sólo produ
tos de modelos minimales k = 1,a saber 1r 
on r = 3, 6 y 9, los que de�nen teorías de 
uerdas en 8, 6 y 4 dimensionesrespe
tivamente. χsusy

~α 
ontiene fa
tores N1, N2 y N3 de χ(0,0), χ(1,−1) y χ(1,1) respe
ti-vamente, de manera que N1 +N2 +N3 = R y Q~α = N2−N3

3
∈ Z. Cualquier permuta
ión
í
li
a de (N1, N2, N3) da origen al mismo χsusy

~α .De a
uerdo a (2.57) las dimensiones 
onformes de los estados 
ontenidos en un dado
χsusy

~α son
∆~β(n) −

1

2
=
N3

3
mod 1 . (2.82)La forma general de los estados es

[

d∏

i=1

(0)1−di(2)di](0, 0, 0)N1−n1(0, 0, 2)n1(1,−1, 0)N2−n2(1,−1, 2)n2(1, 1, 0)N3−n3(1, 1, 2)n3donde las primeras dos entradas se re�eren a la etiqueta λ de la 
ontribu
ión de espa-
iotiempo, di = 0, 1 y ni = 0, · · · , Ni. La 
ondi
ión de 
arga U(1) impar resulta
d∑

i=1

di + n1 − n2 + n3 +
N2 −N3

3
∈ 2 Z + 1 . (2.83)



28 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBLa rela
ión (2.58) en el 
aso 13 impli
a que los dos 
ara
teres son idénti
os si serealizan los siguientes reemplazos en 
ada teoría interna (0, 0) → (1,−1); (1,−1) →
(1, 1); (1, 1)→ (0, 0). Por lo tanto hay tres 
ara
teres supersimétri
os en este modelo,a saber χA = χsusy

(0,0)3 , χB = χsusy
(0,0)(1,−1)(1,1) y χC = χsusy

(0,0)(1,1)(1,−1). Donde, por ejemplo,(ver (2.53))
χA = χsusy

(0,0)3 =
∑

n,p mod 6

(−1)n+p

6
e2πin2 c

24
τ
[
χ0(τ,

n

2
τ +

p

2
)
]3
χ3

(0,0)(τ,
n

2
τ +

p

2
) . (2.84)Notar que χ3

(0,0) es una abreviatura que indi
a que el mismo 
ará
ter χ(0,0) está siendo
onsiderado en 
ada bloque interno. Las dimensiones 
onformes de los estados de pesomáximo son ∆A = 1
2
y ∆B = ∆C = 5

6
, respe
tivamente y las 
ombina
iones de estadosproye
tados por GSO 
ontenidos en estos 
ara
teres están listadas en el apéndi
e 7.2.Notar, por ejemplo, que los estados χsusy

(0,0)3 de masa 
ero generan la representa
iónve
torial D = 8, N = 1 3 [36℄.Las matri
es S(13) y P̂ (13) son
S(13) =

1√
3




1 1 1

1 e
2πi
3 e−

2πi
3

1 e−
2πi
3 e

2πi
3


 ; P̂ (13) =

i−d

√
3




−1 1 1

1 e−
πi
3 e

πi
3

1 e
πi
3 e−

πi
3


 (2.85)


on d = (D − 2)/2 = 3.Hay dos 
ombina
iones de 
ara
teres invariantes modulares a 
onsiderar en el toro,la diagonal y la 
onjugada de 
arga. Las dis
utiremos por separado.i) Diagonal (1A)3Hay varias posibilidades para fun
ión de parti
ión de la botella de Klein en el 
analdire
to, a saber
ZK(it) =

1

2
[±χA(2it)± χB(2it)± χC(2it)] . (2.86)

3A saber, 
ontiene las representa
iones 1 + 1 + 6 + 4 + 4
′ del grupo pequeño SO(6)
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emos 
on todos los signos positivos. La fun
ión de parti
ión en el 
analtransverso es
Z̃K(il) =

1

2
28 2
√

3χA(il) , (2.87)por lo que sólo el término
Z̃M (il) =

1

2
× 2× 24 2

√
3Aχ̂A(il + 1

2
) (2.88)deberá estar presente en el se
tor de la 
inta de Möbius. La amplitud del 
ilindro en eltransverso debe ser

Z̃C(il) =
1

2
2
√

3[A2χA(il) +B2χB(il) + C2χC(il)] (2.89)para asegurar la fa
toriza
ión. Dado que los tadpoles RR de masa 
ero (y aquí tambiénlos NSNS) están 
ontenidos en χA, se ne
esita que A = −16 para 
onseguir que se
an
elen los tadpoles.Cuando rees
ribimos las amplitudes en el 
anal dire
to (usando las matri
es detransforma
ión (2.85)) las 
ombina
iones lineales de los 
oe�
ientes que multipli
an alos tres 
ara
teres deben satisfa
er las siguientes 
ondi
iones de 
onsisten
ia:a) deben ser polinomios enteros en nib) los 
oe�
ientes de χA, el 
ará
ter que 
ontiene el ve
tor no masivo en el se
torabierto, deben ser 1
2
ni(ni + 1) para Sp(ni), 1

2
ni(ni − 1) para SO(ni) y n2

i para
U(ni) (o mejor aún nin̄i, ver nota a pie de página en la página 14)Estas 
ondi
iones de 
onsisten
ia impli
an en este 
aso que A = −n y B = C = 0, loque lleva a las amplitudes en el 
anal dire
to

ZC(it) =
1

2
n2[χA(it) + χB(it) + χC(it) ] (2.90)

ZM (it) =
1

2
n[χ̂A(it+ 1

2
)− χ̂B(it+ 1

2
)− χ̂C(it+ 1

2
)] (2.91)Por lo tanto la 
ondi
ión de 
an
ela
ión de tadpoles es n = 24, y obtenemos un grupode 
alibre Sp(16) 
on estados de materia masiva transformando en la antisimétri
a 4y representa
iones simétri
as (re
ordar que el 
ambio de signo en la 
inta de Möbiusentre un nivel y el siguiente 
ambia el tipo de representa
ión).Es fá
il veri�
ar que otras 
ombina
iones de signos para la fun
ión de parti
ión enla botella de Klein (2.86) no admiten solu
iones que satisfagan las 
ondi
iones a,b.4En realidad en 119+ 1 dado que la representa
ión antisimétri
a es redu
ible



30 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBii) Conjugado de 
arga (1C)3La fun
ión de parti
ión en el 
anal dire
to es en este 
aso
ZK(it) =

1

2
χA(2it) (2.92)la que, es
rita en el 
anal transverso, es

Z̃K(il) =
1

2
28 1

2
√

3
(χA(il) + χB(il) + χC(il)) . (2.93)Las expresiones genéri
as de las amplitudes para el 
ilindro y la 
inta de Möbius en el
anal transverso son

Z̃M(il) =
1

2
× 2× 24 1

2
√

3
[Aχ̂A(il + 1

2
) +Bχ̂B(il + 1

2
) + Cχ̂C(il + 1

2
)]

Z̃C(il) =
1

2

1
2
√

3
[A2χA(il) +B2χB(il) + C2χC(il)]donde A,B,C son 
ombina
iones lineales 
omplejas de ni (i = A,B,C). Las 
ondi
io-nes de 
an
ela
ión de los tadpoles requieren que A = −16. Cuando los rees
ribimos en
anal dire
to abierto se obtiene

3ZM(it) =
1

2
[(−A +B + C)χ̂A(it+ 1

2
) + (A+Be

πi
3 + Ce

−πi
3 )χB(it+ 1

2
)

+(A+Be
−πi
3 + Ce

πi
3 )χC(it+ 1

2
) ]

3ZC(it) =
1

2
[(A2 +B2 + C2)χA(it) + (A2 +B2e−

2πi
3 + C2e

2πi
3 )χB(it)

+(A2 +B2e
2πi
3 + C2e−

2πi
3 )χC(it) ] . (2.94)Una solu
ión que satisfa
e las 
ondi
iones de 
onsisten
ia a,b es B = −ne i

3
π −

n̄e−
i
3
π +m = C∗, A = −n− n̄−m, ( numéri
amente n = n̄ ) 
ondu
iendo a
ZC(it) = (

1

2
m2 + nn̄)χA(it) + (

1

2
n2 + nm)χB(it) + (

1

2
n̄2 + n̄m)χC(it)

ZM(it) =
1

2
mχ̂A(it+ 1

2
)− 1

2
n̄χ̂B(it+ 1

2
)− 1

2
nχ̂C(it+ 1

2
) (2.95)
on la 
ondi
ión de 
an
ela
ión de tadpoles

−A = n+ n̄ +m = 2n +m = 16 . (2.96)La interpreta
ión aquí no es tan 
lara. Se inter
ambiaron n y n̄ en ZM respe
to a loque o
urrió en ZC . Por otro lado, los 
ara
teres χB y χC son los mismos (
onsiderados
omo fun
iones de τ y z) así que la expansión en poten
ias de q pare
e indi
ar unmultiplete ve
torial N = 1, D = 8 de Sp(2(8−n))×U(n) 
on des
endientes masivos en
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orrespondientes representa
iones adjuntas y materia masiva extra transformandoen (2(8− n),n) + (2(8− n), n̄) + (1, ) + (1, ) (o (1, ) + (1, ), dependiendo delnivel de masa).Tal inter
ambio de n y n̄ pare
e indi
ar que se deben 
onsiderar 
ombina
ioneslineales (simétri
as y antisimétri
as) de los 
ampos |B> y |C>, que tienen similarespesos y 
argas 
onformes.Notar que n = 0 
ondu
e a Sp(16) y que no hay 
ontribu
ión de los 
ara
teresmasivos χB y χC .Una pres
rip
ión parti
ular que lleva a una teoría 
onsistente 
uando la fun
iónde parti
ión del toro tiene el invariante modular 
onjugado de 
arga, i.e. una teoríaque veri�
a las 
ondi
iones de fa
toriza
ión y 
an
ela
ión de tadpoles para esta teoría,se puede hallar en [29℄. En este 
aso, Cardy [37℄ ha mostrado que, 
uando el númerode 
ara
teres y el de fa
tores de Chan�Paton 
oin
ide, una solu
ión natural para lafun
ión de parti
ión en el 
ilindro está dada por Cc
ab = N c

ab, donde N c
ab, el número debloques 
onformes de una CFT ra
ional, puede es
ribirse en términos de la matriz S
omo

N c
ab =

∑

l

SalSbl(S
†)lc

S0l
. (2.97)Este es el 
elebrado teorema de Verlinde [38℄, que apare
e 
omo 
onse
uen
ia del he-
ho bien estable
ido de que la matriz modular S diagonaliza las reglas de fusión. Lademostra
ión de este teorema se basa en la suposi
ión té
ni
a de que ambas álgebrasquirales extendidas izquierda y dere
ha 
onsisten sólo de generadores 
on dimensiones
onformes enteras, por lo que evidentemente no se apli
a al 
aso super
onforme. Unafórmula de Verlinde generalizada que des
ribe las reglas de fusión en todos los se
toresde teorías N = 1 super
onformes fue obtenida en [39℄, mientras que el 
aso N = 2fue resuelto en [40℄. La extensión por Cardy del teorema a super�
ies 
on bordes fuegeneralizado a N = 1 en [41℄.En [23℄ se mostró que se puede de�nir el objeto que toma valores enteros

Y c
ab =

∑

l

SalPbl(P
†)lc

S0l
(2.98)que 
ondu
e a

Ka = Y 0
a0 , M b

a = Y b
a0 . (2.99)Esta re
eta requiere matri
es S y P simétri
as, y por lo tanto las solu
iones no trivialesdeben reprodu
ir algunos de los modelos hallados más arriba. De he
ho, las fun
ionesde parti
ión (2.95) pueden obtenerse 
on esta re
eta.
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iones que satisfa
en las 
ondi
iones de fa
toriza
ión y 
an
ela
iónde tadpoles, pero no veri�
an el requerimiento b de más arriba, i.e. no dan origen ave
tores no masivos que transformen en los grupos Sp, SO o U .2.5.2. 22Todas las representa
iones del modelo minimal k = 2 super
onforme N = 2 puedenobtenerse retor
iendo los pares (0, 0, 0); (0, 0, 2) y (1,−1, 0); (1,−1, 2). Están listadosen el apéndi
e 7.2. Los 
ara
teres del álgebra de Virasoro están en el 
uadro siguienteCará
ter Peso Carga
(0, 0) 0 0

(2,−2) 1
4

1
2

(2, 0) 1
2

0

(2, 2) 1
4

−1
2

(1,−1) 1
8

1
4

(1, 1) 1
8

−1
4y los 
ara
teres supersimétri
os independientes en la teoría produ
to 22 son χA = χsusy

(0,0)2 ,
χB = χsusy

(1,−1);(1,1), χC = χsusy
(0,0);(2,0) 
on ∆A = 1

2
, ∆B = 3

4
, ∆C = 1, respe
tivamente. Las
ombina
iones de estados 
ontenidas en estos 
ara
teres y que sobreviven la proye

iónGSO están listadas en el apéndi
e 7.2.Este modelo sólo admite el invariante modular diagonal. Las posibles fun
iones departi
ión de la botella de Klein son

1) ZK(it) =
1

2
[χA(2it) + χB(2it) + χC(2it)]

2) ZK(it) =
1

2
[−χA(2it) + χB(2it) + χC(2it)]

3) ZK(it) =
1

2
[χA(2it) + χB(2it)− χC(2it)] . (2.100)En este 
aso las matri
es S y P̂ son

S(22) =
1

2




1 1 1

1 1 −1

2 −2 0


 ; P̂ (22) = i−d




0 1 0

1 0 0

0 0 1


 (2.101)
on d = (D − 2)/2 = 3.
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ribir la amplitud de la botella de Klein en el 
anal transverso
omo
1) Z̃K(il) = 28χA(il) (2.102)
2) Z̃K(il) =

1

2
28 [χA(il)− χB(il)− χC(il)] (2.103)

3) Z̃K(il) = 28χB(il) . (2.104)Veamos primero el 
aso 1). La 
ontribu
ión del se
tor abierto debe ser
Z̃M(il + 1

2
) = −2× 24A χ̂A(il + 1

2
) (2.105)

Z̃C(il) = A2 χA(il) +B2χB(il) + C2χC(il) . (2.106)Las 
ondi
iones de 
onsisten
ia impli
an A = 1
2
(n + n̄) = B, C = i

2
(n − n̄) (re
ordarque n = n̄) y la 
an
ela
ión de tadpoles da n = 16. Por 
onsiguiente

ZC(it) = nn̄χA(it) + (
1

2
n2 +

1

2
n̄2)χB(it) (2.107)y

ZM(it+ 1
2
) = −1

2
(n+ n̄)χ̂B(it+ 1

2
) . (2.108)El espe
tro aquí es multiplete ve
torial N = 1, D = 8 no masivo de U(16) (
on des-
endientes masivos en la adjunta), y estados masivos en la representa
ión antisimétri
a(
on des
endientes en la simétri
a y en la antisimétri
a de a
uerdo al nivel).Consideremos ahora el 
aso 2). Dado que todos los 
ara
teres 
ontribuyen a laamplitud de la botella de Klein, resulta que no se pueden usar multipli
idades 
omplejas(no reales) y por lo tanto no puede apare
er un grupo U(n). Las fun
iones de parti
iónresultantes en el 
anal transverso son

Z̃M(il + 1
2
) = −2× 24n χ̂A(il + 1

2
) (2.109)

Z̃C(il) = 2n2 χA(il) , (2.110)mientras que en el 
anal dire
to son
ZM (it+ 1

2
) = −nχ̂B(it+ 1

2
) (2.111)

ZC(it) = n2[χA(it) + χB(it) + χC(it)] . (2.112)La 
ondi
ión de 
an
ela
ión de tadpoles es ahora n = 8. Aunque el 
ará
ter no ma-sivo (i.e. el que 
ontiene el estado no masivo) no apare
e en la amplitud de la 
intade Möbius, no hay una solu
ión 
onsistente en términos de las multipli
idades n y n̄



34 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBy, por lo tanto, no está permitido ningún grupo unitario. La amplitud puede inter-pretarse 
omo 
orrespondiente a un multiplete ve
torial masivo de SO(8) × Sp(8) yestados des
endientes masivos en las representa
iones simétri
a y antisimétri
a y enbifundamentales.El mismo resultado se obtiene 
on ZK = χA − χB + χC .El ter
er 
aso es interesante dado que la amplitud de la botella de Klein no tienetadpoles no masivos. Por lo tanto la teoría no�orientada es 
onsistente sin ne
esidaddel se
tor abierto (ver [15, 43, 44℄ para más ejemplos).2.5.3. 4 1Los estados del modelo minimal k = 4 pueden 
lasi�
arse en dos 
onjuntos, los quetienen l = 0 o l = 4 y los que tienen l = 2 = k
2
(son 
ortos). Se los lista en el apéndi
e7.2.Tomando en 
uenta el espe
tro del modelo minimal k = 1, las úni
as 
ombina
ionesposibles de estados en el modelo de Gepner 4 1 son

χSusy
~α ∆~β(n) mod 1

χSusy
(0,0)(0,0)

1
2

χSusy
(2,0)(0,0)

5
6

(2.113)Introdu
imos la nota
ión siguiente: χA ≡ χsusy
(0,0)(0,0), χB ≡ χsusy

(2,0)(0,0) donde el primerpar de índi
es se re�ere a k = 4 y el segundo a k = 1.De he
ho, si se 
omparan los 
uadros en el apéndi
e 7.2, se puede ver que el es-pe
tro de estados de χA es idénti
o al de χ(0,0)3 en el modelo 13, y similarmente para
χB y χ(0,0)(1,−1)(1,1) (o equivalentemente χ(0,0)(1,1)(1,−1)). Esto está de a
uerdo 
on laequivalen
ia 
onjeturada entre modelos 
onformes 4 ≡ 12

A
[45℄.Por otro lado, esta identi�
a
ión sigue siendo válida para la 
uerda abierta. Estose puede veri�
ar fá
ilmente dado que hay sólo una 
ombina
ión de 
ara
teres que esinvariante modular en este 
aso, lo que lleva a la siguiente amplitud de la botella deKlein en el 
anal dire
to

ZK(it) =
1

2
[χA(2it) + χB(2it)] . (2.114)En este 
aso las matri
es S y P̂ son

S(4 1) =
1
2
√

3

(
1 1

2 −1

)
; P̂ (4 1) =

i−d

2
√

3

(
−1 1

2 1

) (2.115)



2.6. EJEMPLOS EN 6 DIMENSIONES 35donde d = (D − 2)/2 = 3, y el orden de los 
ara
teres es χA, χB. Con esto podemoshallar la 
ontribu
ión de la botella de Klein al 
anal transverso
Z̃K(il) =

1

2
28 2
√

3χA(il) (2.116)(
omparar 
on (2.88)), y las 
ondi
iones de 
onsisten
ia llevan a la misma teoría Sp(16)que se en
ontró en el modelo (1A)3.Antes de 
on
luir esta se

ión remarquemos algunos aspe
tos de nuestros resultados.Notemos que apare
en grupos tanto de rango 16 (e.g. en el modelo 22, 
aso 1))
omo de rango 8. A primera vista se habría esperado un grupo de rango ND = 16 apartir de la 
ompa
ti�
a
ión toroidal de una 
uerda SO(32) 
on 16 pares de 9�branas.Este he
ho ha sido dis
utido desde varias perspe
tivas en la literatura. De he
ho,la redu

ión del rango puede expli
arse a partir de la presen
ia de un 
ampo NSNSantisimétri
o dis
reto (ver [32℄ y sus referen
ias). De he
ho, aunque la proye

ión deorientifolio genéri
amente mata las �u
tua
iones del 
ampo antisimétri
o, en algunos
asos puede preservarse un valor de expe
ta
ión de va
ío dis
reto para un 
ampo tenso-rial antisimétri
o de rango b, dando lugar a ND = 32× 2−
b
2 . La redu

ión de rango fueestudiada en [33, 46℄ (ver también [34, 35℄) desde un punto de vista más topológi
o. Enestas referen
ias la presen
ia de 
uatro planos siete�orientifolios �jos de distinto tipo,

O+ (O−) 
on 
arga de D�brana −8 (+8), son identi�
ados dependiendo de 
ómo a
túael orientifolio sobre el toro T 2 (
on o sin estru
tura ve
torial). Cuando las D�branasestán en puntos suaves obtienen grupos unitarios, mientras que 
uando están sobre unplano orientifolio O− (O+), obtienen grupos de 
alibre Sp (SO).Así, el grupo Sp(2(8− n))×U(n) obtenido más arriba en el ejemplo 13, 
orrespon-dería al 
aso de puntos 3 O+ +O−, 
on (8−n) pares sobre puntos O−, y el resto sobrepuntos suaves.El grupo U(16) en 22 
orrespondería a branas en puntos suaves en una 
on�gura
ión
4 O+. Re
ordar que el 
ambio de signo en la amplitud de la botella de Klein lleva eneste 
aso a una redu

ión del rango, aquí Sp(8) × SO(8), que 
orrespondería a dosgrupos de 
uatro pares de branas distribuidos entre los puntos O+ y O−. El ter
er
aso en (2.100), sin tadpoles, 
orrespondería en esta des
rip
ión a una 
on�gura
ión
2 O+ + 2 O−.2.6. Ejemplos en 6 dimensionesLos modelos supersimétri
os N = 1 en D = 6 tienen poten
ialmente anomalíasquirales y gravita
ionales. Por esto la 
an
ela
ión de anomalías es una fuerte veri�
a
ión



36 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBde toda la 
onstru

ión.Las representa
iones no masivas en D = 6 están etiquetadas por representa
ionesdel grupo pequeño SO(4) ∼ SU(2)1 × SU(2)2, y se juntan en multipletes de grave-dad, ve
torial, tensorial e hiper. Claramente los multipletes de gravedad y tensorialsólo pueden apare
er en el se
tor 
errado. Se los obtiene a
oplando estados no masivosizquierdos y dere
hos, de manera invariante ante el inter
ambio de orienta
ión Ω. Con-sideremos, por ejemplo, el a
oplamiento de los estados RR. Los estados de Ramondno masivos en D = 6 tienen peso 
onforme 1/2 y son de la forma (ver 
uadro B,10)
|(+,+)1, R0 >, |(−,−)−1, R0 >, y se organizan en representa
iones de Lorentz (2, 1)Ro |(+,−)0, R1 >, |(−,+)0, R−1 > dando lugar a representa
iones (1, 2). Indi
amos 
onun subíndi
e si la 
arga es de espa
iotiempo o interna, y R resume el 
ontenido delse
tor fermióni
o interno. En parti
ular, si el invariante modular permite el a
opla-miento entre estados de Ramond R,R' 
omo (2, 1)R × (2, 1)R′, ha
er el orientifoliodará los tripletes (3, 1)1

2
(R × R′ + R′ × R) y los singletes (1, 1)1

2
(R × R′ − R′ × R).Junto 
on los fermiones NS�R, estos estados se agrupan en un supermultiplete tenso-rial T = (3, 1) + (1, 1) + 2(2, 1). Re
ordemos que, debido a la anti
onmutatividad delos 
ampos fermióni
os, sólo habrá es
alares si R = R′. Los otros estados 
errados se
onstruyen en forma similar.Para ilustrar un 
ál
ulo espe
í�
o, 
onsideremos los modelos 16, que son parti
ular-mente sen
illos. Los se
tores izquierdo y dere
ho pueden a
oplarse de varias maneras,por ejemplo 
ada bloque izquierdo puede a
oplarse diagonalmente o a su estado 
on-jugado de 
arga (aquí elegiremos signos positivos en K~α). Así los posibles a
oplamien-tos invariantes modulares son (1A)6, (1A)51C, 1A(1C)5, (1A)3(1C)3, (1A)2(1C)4,

(1A)4(1C)2 y (1C)6. Sus espe
tros en el se
tor 
errado son los siguientes: los 
uatroprimeros 
asos tienen 0 T + 21 H , el último invariante 
onjugado tiene 10 T + 11 H ,mientras que los otros dos 
ontienen 6 T + 15 H . En [15℄ se han en
ontrado solu
ionessimples para algunos de estos 
asos. Por ejemplo, notando que en el (1A)6 la amplitudde la botella de Klein en el 
anal transverso 
ontiene sólo estados 
on q = 0, 5, a saber
Z̃K(il) = 9

1

2
26χsusy

(0,0)6(il) , (2.117)se ve fá
ilmente que Z̃C(il) = n2Z̃K(il) y Z̃M(il) = −2 × 23nZ̃K(il + 1
2
) dan unateoría 
onsistente si n = 8, 
orrespondiendo a un grupo de 
alibre SO(8) 
on 10hipermultipletes en la representa
ión 28.5En realidad, para 
ualquier modelo k resulta en general que el invariante diagonal en el dire
tolleva a sólo 
ara
teres 
on q = 0 en el transverso



2.6. EJEMPLOS EN 6 DIMENSIONES 37Como otro ejemplo, 
on solu
ión más general, 
onsideremos el modelo (1A)4(1C)2.Su amplitud en la botella de Klein es
ZK(it) =

1

2
{
(
χ(0,0) + χ(1,−1) + χ(1,1)

)4
χ2

(0,0)}susy (2.118)donde sólo se muestran los bloques internos, y susy signi�
a que debe ha
erse la sumasobre n, p, 
omo se indi
a en (2.53). Las siguientes 
ontribu
iones del 
anal dire
to del
ilindro
ZC(it) = (

1

2
n2

1 + n2
2) {χ6

(0,0) + χ(1,−1)χ(1,1)χ
2
(0,0)χ

2
(0,0) + χ3

(1,−1)χ(0,0)χ
2
(0,0) +

+ χ3
(1,1)χ(0,0)χ

2
(0,0) + χ2

(1,−1)χ
2
(1,1)χ

2
(0,0) }susy +

+ (
1

2
n2

2 + n1n2) { χ4
(0,0)χ(1,−1)χ(1,1) + χ2

(0,0)χ(1,−1)χ(1,1) χ(1,−1)χ(1,1)

+ χ2
(1,1)χ

2
(0,0) χ(1,1)χ(0,0) }susy (2.119)y de la 
inta de Möbius

ZM(it) = −
∑

todos los caracteres

[(−1)N(1,1)(
1

2
n1X̂1 +

1

2
n2X̂2)]

susy , (2.120)donde X1 y X2 se re�eren a todos los produ
tos de 
ara
teres que tengan 
omodos últimos fa
tores a χ2
(0,0) y χ(1,−1)χ(1,1) o χ(1,1)χ(1,−1) (El subrayado indi
a que hayque tomar todas las permuta
iones de los estados, por ejemplo χ2

(1,−1)χ
2
(1,1)χ

2
(0,0) es unasuma de 6 estados). Esto lleva a una solu
ión 
onsistente, si se satisfa
en las e
ua
ionesde 
an
ela
ión de tadpoles

2n2 + n1 = 8 . (2.121)El grupo de 
alibre puede leerse de χsusy
(0,0)6 , y es SO(n1) × U(n2). Los demás 
a-ra
teres no masivos en X1 (a saber, χ3

(1,−1)χ(0,0)χ
2
(0,0) y χ3

(1,1)χ(0,0)χ
2
(0,0) ) transformanen la representa
ión adjunta de SO(n1) y U(n2). Los 
ara
teres no masivos en X2 (asaber χ2

(1,−1)χ
2
(1,1)χ(1,1)χ(1,−1) y χ2

(1,−1)χ
2
(1,1)χ(1,−1)χ(1,1)) tienen estados no masivos quetransforman en la representa
ión antisimétri
a (los des
endientes estarán en la repre-senta
ión simétri
a o antisimétri
a, de a
uerdo al nivel) de U(n2) y una representa
iónbifundamental.Así, los multipletes no masivos son

Vector SO(n1)× U(n2)

Hipers 4( , 1) + 4(1,Adj) + 6(1, ) + 6(n1,n2) . (2.122)
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il veri�
ar que todas las anomalías de 
alibre y gravita
ionales se 
an
elan(re
ordar que los 6 multipletes tensoriales y los 15 hiper están presentes en el se
tor
errado), siempre que se satisfagan las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles (2.121).Es interesante 
omparar este 
ál
ulo 
on el del orbifold. Consideremos, por ejemplo,un orientifolio tipo IIB en T 4/Z3. Mirando la a

ión de los retor
imientos Z3 sobre lasD9�branas (si no se han en
endido líneas de Wilson) el espe
tro no masivo resulta ser(ver por ejemplo [47℄)
Vector SO(n1)× U(n2)

Hiper (n1,n2) + (1, ) . (2.123)Si se satisfa
en las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de los tadpoles retor
idos n2 − n1 = 8,el espe
tro es libre tanto de anomalías de 
alibre 
omo gravita
ionales (una vez quese han in
luido los 11 hiper y los 10 multipletes tensoriales) independientemente delnúmero total de branas. La 
ondi
ión que �ja el número total de branas es la 
ondi
iónde 
an
ela
ión de los tadpoles RR no retor
idos n1 + 2n2 = 32 6. En nuestro 
asovemos que la fa
toriza
ión, tanto en los se
tores del 
anal transverso masivos 
omo nomasivos, dan una teoría de 
ampos efe
tiva que es in
onsistente a menos que el númerode branas se restrinja a n1 + 2n2 = 8. Por esto pare
e que la informa
ión global esrequerida en 
ada paso de nuestra 
onstru

ión .2.7. Ejemplos en 4 dimensiones2.7.1. 19El análisis de este modelo sigue muy de 
er
a al 
aso 16, 
on las modi�
a
ionesobvias (ver [15℄ para una dis
usión previa de este modelo). La fun
ión de parti
ión 
oninvariante modular diagonal (1A)9 da lugar a las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles
n = 2D/2 = 4, y el ve
tor no masivo pertene
e a un multiplete ve
torial D = 4, N=1de Sp(4).El 
aso (1A)7(1C)2 es análogo al (1A)4(1C)2. Hay un modelo 
onsistente 
on grupode 
alibre de Chan�Paton Sp(n2) × U(n1) y 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles
2n1 + n2 = 4.6Es interesante notar que estas 
ondi
iones pueden entenderse, 
onsiderando sondas (probes) D�branas, 
omo 
ondi
iones de 
onsisten
ia de la teoría efe
tiva en todos los se
tores topológi
os[47℄



2.7. EJEMPLOS EN 4 DIMENSIONES 392.7.2. 35Las representa
iones del modelo minimal k = 3 están listadas en el apéndi
e 7.2.Es 
onveniente denotar a los 
ara
teres supersimétri
os de esta teoría 
on el número
Ni, que se re�ere a la multipli
idad del i�ésimo 
ará
ter en el produ
to. Los índi
es
i = 1, · · · , 9 se re�eren a los estados (0,0), (3,-3), (3,-1), (3,1), (3,3), (2,0), (2,2), (1,-1),(1,1), (2,-2) respe
tivamente. Las 
ombina
iones de 
ara
teres 
on 
arga U(1) enterason las siguientes

N1 +N6 = 5

N1 +N6 = 3;N2 +N7 = N5 +N10 = 1

N1 +N6 = 3;N3 +N8 = N4 +N9 = 1

N1 +N6 = N2 +N7 = N3 +N8 = N4 +N9 = N5 +N10 = 1

N1 +N6 = 1;N2 +N7 = N5 +N10 = 2

N1 +N6 = 1;N3 +N8 = N4 +N9 = 2 .La fun
ión de parti
ión 
on invariante modular diagonal en el toro da la siguienteexpresión para el 
anal dire
to de la botella de Klein
ZK(it) =

1

2

1

5

[
(χI(it) + χII(it))

5
]susy (2.124)donde

χI = χ(0,0) + χ(3,−3) + χ(3,−1) + χ(3,1) + χ(3,3)

χII = χ(2,0) + χ(2,2) + χ(1,−1) + χ(1,1) + χ(2,−2) . (2.125)Apli
ando la matriz S para el modelo k = 3 (ver apéndi
e 7.2), se en
uentra que el
anal transverso dã
ZK(il) =

1

2
24 4
√

5
[
(κ

3
2 χ̃(0,0)(il) + κ−

3
2 χ̃(2,0)(il))

5
]susy (2.126)donde κ ≡ 1

2
(1 +

√
5).Siguiendo el mismo pro
edimiento que en los ejemplos en 6 dimensiones tratadosmás arriba, proponemos la siguiente fun
ión de parti
ión para el 
anal transverso del
ilindro

Z̃C(il) =
1

2
4
√

5A~γ

[
5∏

i=1

(χ̃(0,0)(il))
1−γi(χ̃(2,0)(il))

γi

]susy

. (2.127)Aquí ~γ = ~γ(~α) denota un ve
tor de 5 
omponentes (uno por 
ada teoría), que tomavalores 0 o 1 según el estado pertenez
a al grupo I o II respe
tivamente. Notemosque ~γ(~α(n)) = ~γ(~α) dado que los estados permane
en en el mismo grupo frente aretor
imientos.



40 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBPor lo tanto las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles son
A~0 = 24κ

15
2 ; A~1 = 24κ−

15
2 (2.128)donde ~0 ≡ (0, 0, 0, 0, 0) y ~1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1).Apli
ando la matriz S podemos transformar (2.127) al 
anal dire
to, donde la fun-
ión de parti
ión del 
ilindro es

ZC(it) =
1

2

∑

~γ,~α

C~γ(~α)χ~α (2.129)
on
C~γ =

1

( 2
√

5κ)
5
2

∑

~γ′

1
(

4
√

5
)5κ

(~γ−~γ′)2(−1)~γ.~γ′A~γ′ . (2.130)De�namos 
omo
M~γ ~γ′ ≡ 1

( 2
√

5κ)
5
2

κ(~γ−~γ′)2(−1)~γ.~γ′ (2.131)a la matriz real de 32 × 32 que rela
iona C~γ 
on A~γ′. Ésta veri�
a que M−1 = My M = M⊤ y por lo tanto puede ser usada para 
al
ular los 
oe�
ientes en el 
analdire
to usando la re
eta de Cardy [37℄ (C~γ ≡∑
~α,~β

N~γ

~α ~β
n~αn

~β) 
on
N~γ

~α ~β
=
∑

~δ

M~α ~δM~β ~δM~γ ~δ

M~0 ~δ

(2.132)y enton
es
1

(
4
√

5
)5A~γ =

(
∑
~δ

M~γ~δn
~δ

)2

M~0~γ

. (2.133)En
ontramos que
N~γ

~α ~β
=

5∏

i=1

(1− δαi+βi+γi,1)

A~γ =
1

κ5/2

(
∑
~δ

κ(~γ−~δ)2(−1)~γ.~δn
~δ

)2

κ(~γ)2
(2.134)y A~1−~γ puede obtenerse de A~γ invirtiendo el signo de √5 en todas las poten
ias de κ.Las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles resultan ser

A~0 = 24κ
15
2 = κ−

5
2




∑

~δ

κ(~δ)2n~δ




2 (2.135)

A~1 = 24κ−
15
2 = κ

5
2




∑

~δ

(−κ)−(~δ)2n~δ




2

, (2.136)



2.7. EJEMPLOS EN 4 DIMENSIONES 41y llevan a las siguientes e
ua
iones para los 
oe�
ientes de Chan�Paton
n0 + n2 + n3 + 2n4 + 3n5 = 12

n1 + n2 + 2n3 + 3n4 + 5n5 = 20 (2.137)donde ni =
∑

~γ / |~γ|=i

n~γ (e.g., n4 = n(1,1,1,1,0)+n(1,1,1,0,1)+n(1,1,0,1,1)+n(1,0,1,1,1)+n(0,1,1,1,1)).Los 
oe�
ientes (de los 
ara
teres reales χ̂) M̃~γ que 
ompletan un 
uadrado perfe
toen el 
anal transverso de la 
inta de Möbius están dados por
M̃~γ = ± 4

√
5

√
A~γκ

15
2
−3(~γ)2 (2.138)y una solu
ión de las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles es

M̃~γ = −
∑

~δ

4
√

5(−1)(~γ)2κ(~γ−~δ)2(−1)~γ.~δκ
5
2
−2(~γ)2n~δ . (2.139)Transformando al 
anal dire
to 
on P̂ (k=3) en
ontramos

M
~δ
~β

= −(−1)N1+N2+1

5

5∏

i=1

(1− δ2δi+γi(βi),1) . (2.140)El fa
tor 1
5
se 
an
ela 
uando se suma sobre todos los se
tores retor
idos, y la fun
iónde parti
ión que viene de la 
inta de Möbius en el 
anal dire
to es

ZM = −1

2

∑

~α

′

(
5∏

i=1

(1− δ2δi+γi(αi),1)

)
(−1)N1+N2+1χ̂susy

~α n~δ . (2.141)Comparando 
on la 
ontribu
ión del 
ilindro
ZC =

1

2

∑

~β

′

(
5∏

i=1

(1− δγi(αi)+βi+δi,1)

)
χsusy

~α n~βn~δ (2.142)es fá
il ver que el término n~δ apare
e en (2.141) sólo si el término (n~δ)
2 apare
e en(2.142) y así la 
ontribu
ión de los Chan�Paton de n~δ es 
ero o 1

2
n~δ(n~δ ± 1). El signo

±1 depende de la fase (−1)N1+N2+1e−πi(∆~β
−

Q~β
2

)eπi(∆GSO− 1
2
). Es −1 para el 
ará
ter delve
tor no masivo χ(0,0)5 y por lo tanto el grupo de los Chan�Paton es SO(ni) para todoslos ni. También es −1 para todos los 
ara
teres χ(0,0)3(3,−3)(2,−2), χ(2,0)5 , χ(0,0)(1,−1)3(2,−2),

χ(0,0)2(3,3)(1,1)2 y es +1 para χ(0,0)3(3,3)(2,2), χ(0,0)(1,1)3(2,2), χ(0,0)2(3,−3)(1,−1)2 . En 
on
lusión,los 
ara
teres 
on fase −1 (+1) tienen estados en el nivel más bajo que transformanen la representa
ión antisimétri
a (simétri
a) de SO(ni).



42 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBHagamos un ejemplo en detalle. Consideremos una familia parti
ular de solu
ionesde las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles, a saber
n0 = 12− n ; n1 = 20− n ; n2 = n (2.143)donde n1 = n(1,0,0,0,0);n2 = n(1,1,0,0,0). La fun
ión de parti
ión del 
ilindro es
ZC =

1

2
[(n2

A + n2
B + n2

C)χA +

(n2
B + n2

C + 2nBnA)χB +

(n2
C + 2nCnA + 2nCnB)χC +

(n2
C + 2nBnC)χD] (2.144)donde χA = 1

5
(χI)

5; χB = 1
5
(χII)χ

4
I ; χ

C = 1
5
(χII)

2χ3
I ; χ

D = 1
5
χIχIIχ

3
I , así que n0 =

n(0,0,0,0,0) ≡ nA;n1 = n(1,0,0,0,0) ≡ nB, n2 = n(1,1,0,0,0) ≡ nC .
χA, χB, χC y χD son las 
ombina
iones de 
ara
teres que 
ontribuyen a la 
inta deMöbius. Como puede verse de la 
uadro B.12 en el apéndi
e 7.2, éstos 
ontienen a lossiguientes 
ara
teres no masivos y sus 
onjugados de 
arga: (0, 0)5, (1,−1)2(0, 0)2(3,−3)y (2,−2)(0, 0)3(3,−3) más todas las permuta
iones 
on (2,−2) 
omo segundo bloque.2.8. Co
iente (modding) por simetrías dis
retasCada uno de los bloques que de�nen el se
tor interno de la teoría poseen unasimetría de fase Zm [8, 48℄. A saber, los 
ampos 
onformes transforman ante esa a

ión
omo

Φl,q,l̄,q̄ → e2iπγ
(q+q̄)
2m Φl,q,l̄,q̄ (2.145)
on γ ∈ Z, y m = k + 2. Como en mu
hos 
asos el se
tor interno 
ontiene variosbloques 
onformes idénti
os, los modelos deben ser invariantes ante permuta
ionesde di
hos bloques. Por esto, genéri
amente un modelo posee un grupo de simetría

G = ⊗r
a=1Zma × P (
on P denotando el grupo de permuta
iones de bloques) y por lotanto vale la pena 
onsiderar la posibilidad de 
o
ientar por este grupo. Estas simetríasdis
retas han sido estudiadas extensivamente en el 
ontexto de las 
uerdas heteróti
as

E8 × E8 sobre modelos de Gepner y de 
lases laterales (
osets) (ver, por ejemplo,[49, 50, 51, 52℄). Genéri
amente llevan a una redu

ión en el número de genera
iones.Aquí mostramos 
ómo estos moddings pueden implementarse en orientifolios detipo IIB sobre puntos de Gepner. La idea general es obtener expresiones para los 
ara
-teres supersimétri
os modded que transformen en forma bien de�nida frente al grupo



2.8. COCIENTE (MODDING) POR SIMETRÍAS DISCRETAS 43modular. Una vez que se ha 
onseguido esto, el se
tor 
errado se obtiene 
one
tandolos 
ara
teres 
o
ientados izquierdos y dere
hos, y la amplitud de la botella de Kleinse puede es
ribir dire
tamente y seguir 
on la 
onstru

ión del se
tor de D�branas.2.8.1. Co
ientando las simetrías de faseConsideremos, 
omo un ejemplo sen
illo, el 
aso en que la fun
ión de parti
ión
errada tiene sólo un bloque. Para 
o
ientar por la simetría de fase en (2.145), se debeimplementar la restri

ión γq = 0 mod m en los se
tores izquierdo y dere
ho. Para estose introdu
e en el 
ará
ter el proye
tor 1
M

∑M−1
x=0 e2iπγ q

m
x, dondeM es el orden del grupo
í
li
o G, i.e. el menor entero positivo tal que Mγ = 0 mod m. Como es usual, estetrun
amiento produ
irá genéri
amente una fun
ión de parti
ión no invariante modular,por lo que habrá que agregar se
tores retor
idos porG. Los se
tores retor
idos se puedenin
luir de manera que el 
ará
ter 
o
ientado χG

l,q(τ) transforme 
omo el original. A saber,de�niendo
χG

l,q(τ) =
1

M

M−1∑

x,y=0

e2iπγ2y2 cτ
6 e−2iπ γ2xy

m χl,q(τ, γyτ + γx) (2.146)se puede ver que χG
l,q(−1/τ) =

∑
l′,q′ Sl,q;l′,q′χ

G
l′,q′(τ) usando las propiedades de transfor-ma
ión de los 
ara
teres dis
utidas en el apéndi
e 7.1.Nótese la similitud 
on la �proye

ión de supersimetría� (n ≡ y, γ ≡ 1/2, p ≡ x).De esta manera 
onseguimos una fun
ión de parti
ión invariante modular , al pegarlo
on la parte antiholomorfa χG

l̄,q̄
.Se puede rees
ribir χG

l,q (ver (7.3) y (7.5) en el apéndi
e 7.1) 
omo
χG

l,q(τ) =
1

M

∑

x,y

e−2iπx γ
m

(q+γy)χl,q+2γy(τ) . (2.147)Estas 
onsidera
iones se pueden generalizar fá
ilmente a produ
tos de teorías 
on-formes en el se
tor interno de la 
uerda, las que son genéri
amente invariantes ante unasimetría de fase 
í
li
a de la forma ⊗aZMa .Por simpli
idad, 
o
ientemos por sólo una de las simetrías ZMa . Los parámetros dela proye

ión se pueden juntar en un ve
tor r�dimensional
~Γa = (γ1

a, γ2
a, . . . , γr

a) (2.148)donde Ma es el menor entero positivo tal que
Maγi

a = 0 mod (ki + 2) (2.149)



44 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBy a etiqueta alguno de los diferentes moddings no equivalentes.El produ
to de los 
ara
teres en el se
tor interno es ahora
χG

~l,~q
(τ) =

∑

x,y

e−2iπx
γi
m

(qi+γiy)χ~l,~q+2~γy(τ) (2.150)donde ~l, ~q son ve
tores de r�
omponentes 
on entradas li y qi respe
tivamente. Deaquí podemos obtener las 
ondi
iones de proye

ión para 
ada se
tor retor
ido y =

0, . . . ,Ma − 1
r∑

i=1

1

m i
γa

i (qi + yγa
i ) ∈ Z . (2.151)Dado que χG

~l,~q
transforma 
omo el 
ará
ter original (no proye
tado), es inmediatoes
ribir el 
ará
ter proye
tado supersimetrizado χG,susy

~α : basta reemplazar χG
li,qi

en laexpresión (7.7) del apéndi
e 7.1.La proye

ión sobre 
arga total entera es
r∑

i=1

1

m i
(qi + 2yγa

i ) ∈ Z (2.152)para 
ada se
tor retor
ido y. De (2.151) se ve que la supersimetría impone una restri
-
ión adi
ional sobre γi
a, a saber

r∑

i=1

1

m i
γa

i ∈ Z (2.153)(esta es la 
ondi
ión usual 2β0 · Γ ∈ Z de [8℄).Como ya dijimos, la 
onstru

ión de los 
ara
teres proye
tados es tal que transfor-man 
omo los originales bajo transforma
iones modulares
S : χG

~α (−1

τ
, x, y) = (−iτ)−1

∑

~β

S~α,~βχ
G
~β
(τ,−y, x) (2.154)

T : χG
~α (τ + 1, x, y) = eiπ(∆α−

Qα
2

− c
24

)χG
~α (τ, x+ y, x) , (2.155)donde Qα = −∑ qi

mi
, ∆α =

∑
∆i. Notar que los mismos pasos pueden repetirse para else
tor dere
ho 
on los 
ara
teres ahora dependiendo de (x̄, ȳ). Por otro lado, se puedenha
er 
o
ientes distintos en los se
tores dere
ho e izquierdo.La fun
ión de parti
ión 
errada invariante modular total es ahora

∑

~α,~̄α

N~α;~̄αχ
G,susy
~α χG,susy ∗

~̄α
=

=
∑

~α,~̄αN~α;~̄α
1
M

∑
x,y e

−2iπx Γ
m

(~q+Γy) 1
M

∑
x̄,ȳ e

−2iπx̄ Γ
m

(~̄q+Γȳ)χsusy
~α+2yΓχ̄

susy
~̄α+2ȳΓ

. (2.156)
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a ante inter
ambio izquierda�dere
ha en que hemos 
onseguidoponer la fun
ión de parti
ión 
errada nos permite es
ribir inmediatamente la amplitudaso
iada de la botella de Klein
ZG

K(it) =
∑

~α

K~αχ
G,susy
~α (2it) =

1

M

∑

~α

K~α

∑

x,y

e−2iπx Γ
m

(~q+Γy)χsusy
~α+2yΓ (2.157)donde K~α = N~α~α, y de donde se puede pro
eder 
omo más arriba para obtener unse
tor de 
uerda abierta.Notemos que es posible que haya moddings sin se
tores retor
idos. De he
ho este esel 
aso 
uando (2.151) tiene 
omo úni
a solu
ión a y = 0. El 
o
iente a
túa librementey lleva, esen
ialmente, a una redu

ión en el número de estados. Este es el 
aso, porejemplo, men
ionado en el modelo 35 más arriba, para el modding Γ = (−2,−1, 0, 1, 2).Sin embargo, la presen
ia de se
tores G�retor
idos lleva genéri
amente a un 
on-junto de 
ara
teres que es diferente de los presentes en la teoría no proye
tada, lo queprodu
e, entre otras 
osas, distintas 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles. Por estoesperamos que al ha
er el 
o
iente se modi�quen notablemente tanto el se
tor 
errado
omo el abierto.Es interesante que es posible pensar en una 
ompa
ti�
a
ión híbrida, donde unaparte del se
tor interno se 
onstruye a partir de un modelo de Gepner, mientras que elresto 
orresponde a una 
ompa
ti�
a
ión toroidal. Más espe
í�
amente, supongamosque uno empieza 
on un N = 1 modelo de Gepner 
on c = 3n en d = 10 − 2ndimensiones y que además 
ompa
ti�
amos 2(3 − n) 
oordenadas en un toro paraobtener un modelo en 
uatro dimensiones (
on supersimetría extendida). Un estado nomasivo, digamos izquierdo, sería

|r0, r1, . . . , r3−n, (li, qi, si)i=1,...,r〉 , (2.158)donde ri i = 0, . . . , 3−n son pesos de SO(2(3−n)) y la proye

ión de GSO generalizadarequiere
3−n∑

i=0

ri −
r∑

j=1

1

2
sj −

r∑

j=1

qj
mj
∈ 2 Z + 1 . (2.159)Si el se
tor toroidal tiene simetría ZN (genéri
amente es ZN×ZM ), el se
tor internototal es invariante ante el grupo de simetría G = ZN ⊗a ZMa 
on a = 1, . . . , r. Co
ien-tando por esta simetría, el espa
io interno es de la forma (modelo de Gepner)c=3n ×

T2(3−n)/G, para n = 1, 2, 3 donde la a

ión del orbifold está 
odi�
ada en los ve
toresde modding por fase Γ de (2.148) para el se
tor de Gepner y el autove
tor v (3.3)para la a

ión sobre el toro interno. Ambas a

iones deben ha
erse simultáneamente,
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ompatible e invariante modular, y darán lugar a una redu

ión de la su-persimetría. A saber, 
onsideremos fermiones izquierdo Q 1
2
aso
iados a los generadoresde supersimetrías, son de la forma mostrada en (2.158) 
on r0 = 1/2. Si θ realiza unretor
imiento en G, enton
es

θQA
1

2

θ−1 = e
2πi(viri−

γiqi
mi

)
QA

1

2

. (2.160)Por lo tanto, para que se preserve la supersimetría
viri −

γiqi
mi

∈ Z . (2.161)En parti
ular, para 
onservar exa
tamente N = 1 supersimetrías, se puede elegir unsubgrupo ZM de G, 
uya a

ión se 
odi�
a en los autovalores (Γ, v) del retor
imiento.Así el se
tor (x, y) de un modelo de Gepner 
o
ientado por Γ es a
ompañado poruna a

ión (θx, θy) sobre el toro interno. Llamando χα,x,y(τ) a la 
ontribu
ión a lafun
ión de parti
ión de un tal se
tor retor
ido (x, y) (y similarmente por (x̄, ȳ)), lafun
ión de parti
ión será formalmente
ZT =

1

M

∑

α,β,x,y,x̄,ȳ

χ̃(x, y, x̄, ȳ)Nαβe
−2πiΓx

m
(q+yΓ)χα,x,y(q)e

−2πiΓx̄
m

(q−ȳΓ)χβ,x̄,−ȳ(q̄) ,(2.162)donde χ̃(x, y, x̄, ȳ) es la multipli
idad usual del punto �jo (ver [71℄) y
χα,x,y(τ) =






[
θ
[

0
0

]

η3

]2 3−n∏

i=1

eiπyvi

θ
[

yvi

xvi

]

θ
[

1
2
+yvi

1
2
+xvi

]χα+2Γy





susy

(2.163)son los 
ara
teres supersimétri
os χα,x,y para los modos izquierdos (o dere
hos). Losprimeros términos de la expansión en q, q̄ (
on q = e−2πt) son
Z(τ) =

1

M

∑
Nαβχ̃(x, y, x̄, ȳ)×

× e2πi(r+yv)xve−2πiΓx
m

(q+yΓ)q
1
2
(r+yv)2+E0(y)+

P

hα,y−
1
2 (1 + · · ·)×

× e−2πi(r̃+ȳv)x̄ve−2πiΓx̄
m

(q̄−ȳΓ)q̄
1
2
(r̃+ȳv)2+E0(ȳ)+

P

h̄β,ȳ−
1
2 (1 + · · ·) ,donde E0(y) =

∑
i

1
2
|yvi|(1−|yvi|) es la energía de punto 
ero, y hα,y es el peso 
onformede los estados primarios 
ontenidos en χα,x,y. Aquí r, r̃ son pesos de SO(2n+2). Así, paraun estado retor
ido por y, 
odi�
ado en los números (r, α)y ≡ (r, li, qi, si)y podemosleer, por ejemplo, las 
ondi
iones para tener estados no masivos7

1

2
(r + yv)2 + E0(y) +

∑
hα,y −

1

2
=

1

2
(r̃ + ȳv)2 + E0(ȳ) +

∑
h̄α,ȳ −

1

2
= 0 (2.164)7Para estados masivos hay que in
luir los des
endientes de Gepner y los os
iladores
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tor sobre estados invariantes está dado por
D(y, ȳ) =

1

M

∑

x,x̄

χ̃(x, y, x̄, ȳ)e2πi(r+yv)xve−2πiΓx
m

(q+yΓ)e−2πi(r̃+ȳv)x̄ve2πiΓx̄
m

(q̄+ȳΓ) .(2.165)Volvamos al 
aso de sólo Gepner 
on la inten
ión de dedu
ir una expresión para laamplitud de la botella de Klein para el 
aso en que no se 
o
ienta al se
tor dere
ho(Γ̄ = 0) en la fun
ión de parti
ión 
on invariante diagonal. En este 
aso la fun
ión departi
ión es
ZT =

∑

α

(
1

M

∑

x,y

e−2πi Γ
m

x(q+Γy)χα+2Γy

)
χ∗

α (2.166)la que, después de sumar sobre x, puede rees
ribirse de la siguiente manera
ZT =

∑

α

(
∑

y

δ

(
Γ

m
(q + Γy)

)
χα+2Γy

)
χ∗

α . (2.167)La invarian
ia modular puede veri�
arse fá
ilmente a partir de (2.154).De esta última expresión se sigue que 
o
ientar por simetría de fase la CFT indu
euna fun
ión de parti
ión invariante modular más general que la diagonal.Para hallar la amplitud de la botella de Klein los estados izquierdo y dere
ho debenser idénti
os. Así y = 0 mod m/2. En parti
ular, para m impar, sólo están permitidoslos estados 
on y = 0, lo que lleva a
ZK =

∑

α

δ

(
Γq

m

)
χα(2it) . (2.168)Notemos que, 
uando m es impar, i.e. el 
aso que 
onsideramos prin
ipalmente eneste 
apítulo, no hay se
tores retor
idos y-ve
es en el 
anal dire
to. La a

ión ZM sobrela amplitud de la botella de Klein se redu
e a la proye

ión sobre estados invariantespor Γ. Notar, sin embargo, que los se
tores retor
idos (x, 0) irán a los se
tores (0, x) enel 
anal transverso y pueden dar origen a nuevas 
ontribu
iones a los tadpoles. Trans-formando la amplitud de la botella de Klein al 
anal transverso (l = 1

t
), y es
ribiendola restri

ión δ (Γq

m

) 
omo 1
M

∑
e−2iπΓx q

m obtenemos
Z̃K =

1

M

∑

x

∑

αβ

2DKαSαβχβ+2Γx(il) . (2.169)Como ya dijimos, en general, los 
ampos RR no masivos presentes darán lugar a di-vergen
ias de tadpoles indeseadas 
uando se integre sobre l. Por lo tanto es ne
esarioin
luir amplitudes de D�branas para 
an
elar di
has divergen
ias. Considera
iones si-milares se apli
an al modelo híbrido, 
on la 
ompli
a
ión adi
ional de que, en el presente
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aso, los 
ara
teres también dependen de x e y. Para M impar, que es el 
aso prin
ipalaquí, la amplitud de la botella de Klein es
ZK(2it) =





1

M

∑

x,α

[
θ
[

0
0

]

η3

]2 3−n∏

i=1

θ
[

0
xvi

]

η

−2 sin πxviη

θ
[

1
2

1
2
+xvi

] Kαe
−2iπΓx q

mχα





susy

(2.170)la que resulta de haber insertado las fun
iones de parti
ión para orbifolds y modelosde Gepner.2.8.2. Co
iente por fase en 16Veamos un ejemplo sen
illo de 
o
ientes por fases. Las proye

iones no equivalentesson
Γ1 = (1, 1, 1, 0, 0, 0) (2.171)
Γ2 = (1, 1, 1,−1,−1,−1) . (2.172)Dado que aquí es Γ2 = 0 mod 3, (2.151) se redu
e a requerir

q1 + q2 + q3 = 0 mod 3 (2.173)
q1 + q2 + q3 − q4 − q5 − q6 = 0 mod 3 (2.174)para Γ1 y Γ2 respe
tivamente, para todos los se
tores retor
idos y = 0, 1, 2. Con
entré-monos en el primer modding en el 
aso diagonal.La proye

ión q1 + q2 + q3 = 0 impli
a que los úni
os 
ara
teres supersimétri
ospermitidos son (ver 
uadros B.8�B.10 en el apéndi
e 7.2) (no hay permuta
iones aquí)8:

(0, 0)6 (2.175)
(1,−1)3(0, 0)3

(1, 1)3(0, 0)3

(0, 0)3(0, 0)(1,−1)(1, 1) .Cuando se in
luye la parte de espa
iotiempo, el espe
tro resulta ser: un ve
tor,dos estados de materia no masivo (en vez de los originales 20) y 6 
ara
teres masivos,respe
tivamente.8Notar que el 
ará
ter permutado (0, 0)
3
(1,−1)

3 y los retor
imientos 
orrespondientes tambiénestán permitidos por (2.173). Sin embargo 
uando se 
onsideran todos los y�retor
imientos, estosllevan a 
ara
teres equivalentes y no deben ser 
ontados dos ve
es.
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itamente, denotemos por
NS1 ≡ |s; (0, 0, 0)3(1, 1, 0)3, Qint = 1 > (2.176)
NS2 ≡ |s; (1,−1, 0)3(0, 0, 0)3, Qint = −1 >

(2, 1)R1 ≡ |(2, 1); (0, 1, 1)3(0,−1,−1)3, Qint = 0 >a los es
alares y fermiones no masivos 
ontenidos en el 
ará
ter supersimétri
o
(1,−1)3(0, 0)3. Similarmente para (1, 1)3(0, 0)3 tenemos

NS3 ≡ |s; (1, 1, 0)3(0, 0, 0)3, Qint = 1 > (2.177)
NS4 ≡ |s; (0, 0, 0)3(1,−1, 0)3, Qint = −1 >

(2, 1)R2 ≡ |(2, 1); (0,−1,−1)3(0, 1, 1)3, Qint = 0 >y para el ve
tor (0, 0)3(0, 0)3

V ≡ |(2, 2); (0, 0, 0)3(0, 0, 0)3, Qint = 1 > (2.178)
(1, 2)R3 ≡ |(1, 2); (0, 1, 1)3(0, 1, 1)3, Qint = 1 >

(1, 2)R4 ≡ |(1, 2); (0,−1,−1)3(0,−1,−1)3, Qint = −1 >Se
tor 
erradoLos estados no masivos en el se
tor 
errado se obtienen a
oplando diagonalmentelos estados izquierdos y dere
hos de más arriba, y quedándose 
on las 
ombina
ionesinvariantes bajo el inter
ambio izquierda�dere
ha Ω.Los primeros dos 
ara
teres dan lugar a 8 (2, 1) (de los 16 fermiones RiNSj ), 13es
alares 13 (1, 1) (4, 6, 2, 1 de NSiNSi, NSiNSj ,RiRi y RiRj , i 6= j, respe
tivamente)y un multiplete tensorial (de R1R2). Este es el 
ontenido de 3 H + T . Es interesanteque el número de tensores más el de hipers sume 4 en vez de 20, esta es una indi
a
iónde que el K3 original de la teoría 16 sin 
o
ientar se transformó en un toro al 
o
ientarpor la simetría dis
reta.El ter
er 
ará
ter produ
e un multiplete de supergravedad N = 1 
uando se 
on-sidera el a
oplamiento V�V. Sin embargo no están permitidos los a
oplamientos dela forma V−(2, 1)R1(2), por lo que quedan dos estados del tipo 2 (3, 2), mar
ando lapresen
ia de gravitinos extra, 
omo era de esperar en la 
ompa
ti�
a
ión en el toro.Se puede veri�
ar que todos los estados no masivos se juntan en un multiplete desupergravedad N = 2

(3, 3) + (1, 3) + (3, 1) + 2(2, 3) + 2(3, 2) + (1, 1) + 4(2, 2) + 2(1, 2) + 2(2, 1) (2.179)
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uatro multipletes ve
toriales N = 2

(2, 2) + 4(1, 1) + 2(2, 1) + 2(1, 2) . (2.180)Se
tor abiertoLa amplitud de la botella de Klein 
o
ientada 
ontiene los 
ara
teres supersimétri
osobtenidos de (2.176) y se puede es
ribir 
omo
ZG

K(it) =
1

2
{χ3

(0,0)

(
χ(0,0) + χ(1,−1) + χ(1,1)

)3}susy(2it) , (2.181)en el 
anal transverso es
Z̃G

K(il) = 9
1

2
{ χ6

(0,0) + χ3
(1,−1)χ

3
(0,0) + χ3

(1,1)χ
3
(0,0) +

+ {χ(0,0)χ(1,−1)χ(1,1)}χ3
(0,0)}susy(il) . (2.182)La siguiente fun
ión de parti
ión en los 
anales dire
to y transverso del 
ilindro y dela 
inta de Möbius dan una solu
ión 
on grupo de 
alibre de D�brana SO(n2)×U(n1)

ZC(it) = {(n2
1 +

1

2
n2

2)
∑

j

χ3
(0,0)Xj + (

1

2
n2

1 + n1n2)
∑

j

χ(0,0)χ(1,−1)χ(1,1)Xj}susy(it)

Z̃C(il) =
1

2
{(2n1 + n2)

2[χ6
(0,0) + χ3

(1,−1)χ
3
(0,0) + χ3

(1,1)χ
3
(0,0)]

+(n1 − n2)
2χ(0,0)χ(1,−1)χ(1,1)χ

3
(0,0)}susy(il)

ZM(it) =
∑

j

(−1)N(1,1){−1

2
n2χ̂

3
(0,0)X̂j −

1

2
n1{χ̂(0,0)χ̂(1,−1)χ(1,1)}X̂j}susy(it)

Z̃M(is) =
1

2
{−(2n1 + n2)[χ

6
(0,0) + χ3

(1,−1)χ
3
(0,0) + χ3

(1,1)χ(0,0)]
3

−(n1 − n2)e
− iπ

3 {χ(0,0)χ(1,−1)χ(1,1)}[χ(0,0)]
3}susy

(il)donde ∑iXi denota la suma sobre todos los posibles produ
tos de los tres 
ara
teres,y el subrayado denota la suma sobre permuta
iones.Las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles impli
an en este 
aso que 2n1 + n2 = 8.Por lo tanto hay dos hipermultipletes no masivos que transforman en la representa
iónadjunta de SO(n2) y U(n1) respe
tivamente.Es interesante notar que el 
o
iente de la teoría (1A)6 que estamos 
onsiderandolleva a la misma amplitud de la botella de Klein que el a
oplamiento (1C)3(1A)3. Sinembargo los se
tores 
errados son diferentes.2.8.3. Permuta
iones 
í
li
asLas permuta
iones 
í
li
as en modelos de Gepner y de 
lases laterales heteróti
osfueron estudiados en [49, 50, 51℄. Estados de borde de permuta
ión fueron 
onsideradosre
ientemente en [18℄.



2.8. COCIENTE (MODDING) POR SIMETRÍAS DISCRETAS 51Comen
emos, por simpli
idad, 
on una parte del se
tor interno 
onstruido a partirde M (
on M un número primo) bloques 
onformes idénti
os.Siguiendo a [51℄, introdu
imos el operador P formal de proye

ión sobre estadosidénti
os del álgebra super
onforme N = 2 (no ne
esariamente estados primarios), talque P a
tuando sobre un produ
to tensorial de estados da 
ero, salvo que todos losestados (de los distintos bloques) tengan la misma 
arga y peso. Después de 
o
ientarpor esta simetría de permuta
ión, se puede de�nir el siguiente �
ará
ter�
χinvar(τ) = (P +

1− P
M

)χM(τ) =
1

M
χM +

M − 1

M
PχM = (2.183)

=
1

M
χM(τ) +

M − 1

M
χ(Mτ) (2.184)donde indi
amos 
on el superíndi
e M que el 
ará
ter 
ontiene el produ
to de Mbloques idénti
os. Pχ = TrPe2iπτ(L0−c/24) indi
a formalmente que las trazas deben
al
ularse 
onsiderando simultáneamente el mismo estado en todos los bloques, tal que

PχM(τ) = χ(Mτ) es el 
ará
ter de sólo un bloque, pero evaluado en Mτ . Cada uno deestos estados se 
uenta una vez. El término (1−P )
M


orresponde al 
aso 
uando al menosuno de los estados en un bloque es diferente a los demás. Dado que este estado puedepertene
er a 
ualquiera los M bloques, debemos dividir por M para obtener sólo unestado totalmente simétri
o. Vemos que la parte invariante, no retor
ida, produ
irá elmismo resultado que la fun
ión de parti
ión original pero donde los estados rela
ionadospor una permuta
ión 
í
li
a de los M bloques son 
ontados sólo una vez.Consideremos ahora la fun
ión de parti
ión 
errada. Debido a la presen
ia de una
ontribu
ión del punto �jo χ(Mτ), esta fun
ión de parti
ión no es más invariante frentelas transforma
iones modulares, y se deben agregar se
tores retor
idos por P . A partirde la fun
ión de parti
ión invariante modular original ZM(τ) 
on M bloques idénti
osobtenemos �nalmente
Znueva(τ, τ̄) =

ZM(τ, τ̄ )

M
+
M − 1

M
Z(Mτ,Mτ̄ ) +

M − 1

M

M−1∑

n=0

Z(
τ + n

M
,
τ̄ + n

M
) .(2.185)La invarian
ia modular puede veri�
arse notando que los se
tores retor
idos

M − 1

M

M−1∑

n=0

Z(
τ + n

M
,
τ̄ + n

M
) (2.186)y M−1

M
Z(Mτ,Mτ̄ ) están rela
ionados entre sí a las mismas expresiones evaluadas en
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−1/τ por una 
ombina
ión de a

iones de SL(2,Z) en el argumento 9.Por lo tanto, 
ono
iendo los 
ampos de la teoría original, (2.185) nos permite 
al
u-lar el espe
tro en la 
uerda 
errada 
o
ientada. Re
ordemos que, más allá del término
ZM (τ,τ̄)

M
que 
ontiene la fun
ión de parti
ión total original, en los otros términos los Mbloques han sido reemplazados por exa
tamente uno. En parti
ular, se puede demostrar[50℄ que los se
tores retor
idos pueden ser interpretados 
omo la fun
ión de parti
iónde una nueva teoría de 
ampos super
onforme N = 2 
on 
arga 
entral ĉ = Mc (donde

c es la 
arga 
entral de 
ada una de las teorías idénti
as), y los generadores de Virasorodados en términos de los de la teoría original son
L̂m =

LmM

M
+
c(M2 − 1)

24M
δ0,m (2.188)

Ĝ±
r =

1√
M
G±

rM (2.189)
Ĵm = JmM . (2.190)Similares expresiones son válidas para los modos dere
hos.Así, los pesos y las 
argas de los estados primarios de la nueva teoría se obtienen apartir de los originales de la siguiente manera
hnueva =

h+m

M
+
c(M2 − 1)

24M
(2.191)

Qnueva = Q (2.192)donde m es el nivel del 
ampo des
endiente.La suma sobre n en (2.186) impone la restri

ión h+m− h̄− m̄ = 0 mod M .Para 
onstruir la fun
ión de parti
ión de la 
uerda total D�dimensional, deben in-
luirse el se
tor de espa
iotiempo y los demás r−M bloques de Gepner, y los 
ara
teresdeben supersimetrizarse de la manera usual [49, 50, 51℄. A saber, la fun
ión de parti
iónno 
o
ientada es
ZT (τ, τ̄ ) =

∑

~α,~̄α

χsusy
~α (τ)N ~α~̄αχsusy ∗

~̄α
(τ̄) (2.193)9Más explí
itamente, si se elige

γ =

(
a b

c d

)
=

(
1+lm

M
m

l M

) (2.187)
on l, m elegidos tales que 1+lm

M
∈ Z, es fá
il ver que γ(τ ′, z′) = (

aτ
′
+b

cτ ′+d
, z

′

cτ ′+d
) y enton
es, para

τ ′
=

τM

1−lτ
, tenemos γ(τ ′

) =
τ+m

M
, 
omo se quería.
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tor de índi
es de dimensión d + r −M +M y el 
ará
ter total estádado esquemáti
amente por
χsusy

~α (τ) =
1

m

∑

n,p

[χ0(τ, zn,p)]
d

d+r−M∏

i=d+1

χαi
(τ, zn,p)

d+r∏

j=d+r−M+1

χM
αj

(τ, zn,p) (2.194)
on zn,p = n
2
τ + p

2
(y similarmente para el se
tor dere
ho). De nuevo, el superíndi
e

M en el último 
ará
ter indi
a un produ
to de M 
ara
teres 
orrespondientes a los
ampos primarios de M bloques idénti
os (el ve
tor ~αM guarda la informa
ión de lasúltimas M entradas de ~α).La fun
ión de parti
ión invariante modular total es enton
es
Zsusy

nueva(τ) =
1

M

∑

n,p

Zst(τ, zn,p)Zr−M(τ, zn,p)Z
M(τ, zn,p) (2.195)

+
M − 1

M

∑

n,p

Zst(τ, zn,p)Zr−M(τ, zn,p)Z(Mτ,Mzn,p)

+
M − 1

M

∑

n,p

M−1∑

m=0

Zst(τ, zn,p)Zr−M(τ, zn,p)Z(
τ +m

M
, zn,p) .El primer término no es otra 
osa que la fun
ión de parti
ión original divididapor M . El segundo es la 
ontribu
ión de punto �jo, donde M bloques idénti
os sonreemplazados por uno evaluado en Mτ . La suma de ambos términos da 
uenta de las
ontribu
iones invariantes por permuta
iones men
ionadas anteriormente. El últimotérmino es la 
ontribu
ión del se
tor retor
ido, la que, 
omo se dis
ute en (2.190),
ontiene una nueva teoría de 
ampos 
onforme, donde los pesos y las 
argas estándados por (2.192).Notemos que las 
ontribu
iones de punto �jo y las retor
idas se 
onstruyen a partirde r −M + 1 bloques internos. El índi
e ve
torial ~α debe reemplazarse por un índi
e�
olapsado� ~α′ y el a
oplamiento invariante modular para tales términos es

N ~α′ ~̄α′
=

d∏

i=1

N ~αi~̄αi

d+r−M∏

j=d+1

N αjᾱjN αM ᾱM . (2.196)Aquí presentamos un ejemplo del 
ál
ulo.A partir de (2.196) podemos obtener inmediatamente la fun
ión de parti
ión de labotella de Klein. Debemos quedarnos sólo 
on la parte invariante izquierda�dere
hay evaluarla en 2 Im τ (ver (2.63)). En parti
ular, la dependen
ia en m en el se
torretor
ido se 
an
ela, al igual que el fa
tor M en el denominador. Por lo tanto, la



54 CAPÍTULO 2. ORIENTIFOLIOS IIBamplitud de la botella de Klein es
ZK =

1

2

∑

~α

K~αχ
susy
~α (2it) =

1

2M

∑

~α

K~αχ
susy
~α +

M − 1

2M

∑

~α′

K~α′χfijo
~α′ +

+
(M − 1)

2

∑

~α′

K~α′χretorcido
~α′ (2.197)donde χsusy

~α es el 
ará
ter supersimétri
o original introdu
ido en (2.194),
χfijo

~α′ =
1

m

∑

n,p

[χ0(τ, zn,p)]
d

d+r−M∏

i=d+1

χαi
(τ, zn,p)χαM

(2itM,Mzn,p) (2.198)y
χretorcido

~α′ =
1

m

∑

n,p

[χ0(2it, zn,p)]
d

d+r−M∏

i=d+1

χαi
(2it, zn,p)χαM

(
2it

M
, zn,p) (2.199)(donde zn,p está de�nido 
omo antes 
on τ → 2it). Es interesante notar que un resultadosimilar fue obtenido en [18℄ en términos de estados de borde.Una vez que se ha obtenido la amplitud de botella de Klein, podemos seguir elpro
edimiento usual para 
onstruir el se
tor abierto. Vale la pena ha
er notar que
uando los 
ara
teres están expresados en términos de l = 1/2t, los 
ara
teres �jos yretor
idos se inter
ambian, 
omo puede verse usando las transforma
iones modularesdadas en (2.64) para obtener la amplitud en el 
anal transverso, a saber

χfijo
~α′ (2it) = S~α′~β′χ

retorcido
~β′ (il) . (2.200)Enton
es la amplitud de la botella de Klein en el 
anal transverso es

Z̃K =
1

2M

∑

~α

S~α~βK~αχsusy
~β

+
(M − 1)

2

∑

~α′

S~α′~β′K~β′

χfijo
~α′

+
M − 1

2M

∑

~α′

S~α′~β′K~β′

χretorcido
~α′ . (2.201)Re
ordar que los fa
tores en frente de las sumatorias son distintos de los de (2.197).El primer término llevará a la misma estru
tura de tadpoles que en la teoría original,no permutada. No esperamos que aparez
an nuevas 
ontribu
iones a los tadpoles apartir del término de punto �jo. De he
ho, si una tal 
ontribu
ión existe, ya está
ontenida en el primer término. En 
ambio la última parte 
ontendrá nuevos estados,
on 
argas y pesos 
onformes dados por (2.191) y (2.192), y pueden produ
ir nuevas
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles. Veamos algunos ejemplos.
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• Permuta
iones M = 3 en el modelo diagonal 16 .Consideremos permuta
iones de los tres primeros bloques en la teoría 16 diagonal.En la teoría original hay 20 hipermultipletes no masivos dentro de los 
ara
teres
(0, 0, 0)3(1, 1, 0)3 (y estados de 
arga positiva (0, 0, 0)3(1,−1, 0)3).(Re
ordar que el sub-rayado denota todas las posibles permuta
iones de los bloques subrayados). Cuando
o
ientamos por las permuta
iones de los tres primeros bloques, la 
ontribu
ión delse
tor no retor
ido requiere que se identi�quen los estados no permutados (se 
uentan
omo uno), y nos queda

(0, 0, 0)3(1, 1, 0)3 (2.202)
(1, 1, 0)3(0, 0, 0)3 (2.203)
{(1, 1, 0)2(0, 0, 0)}(0, 0, 0)2(1, 1, 0) (2.204)
{(1, 1, 0)(0, 0, 0)2}(0, 0, 0)(1, 1, 0)2 (2.205)(y similarmente para los que tienen 
arga opuesta) y quedan 1 + 1 + 3 + 3 = 8 hiper-multipletes 
uando se los a
opla 
on los mismos estados del se
tor dere
ho.Ahora in
luyamos las 
ontribu
iones de los se
tores retor
idos.El peso 
onforme de un estado es la suma de los pesos 
onformes de espa
iotiempoe interno. Si estamos interesados en los estados de materia no masivos debemos bus
artodos los estados 
on ∆int = 1/2 donde las primeras tres teorías están ahora reem-plazadas por la nueva teoría 
onforme de (2.192). Se ve así que, de la expresión para

∆nueva en (2.192), que masa 
ero requiere m = 0. Para un tal m = 0 obtenemos que
(l, q, s) → (∆,∆nueva, Qnueva = Q) (2.206)
(1, 1, 0) → (1/6, 1/6,−1/3)

(1,−1,−2) → (2/3, 1/3,−2/3)

(1,−1, 0) → (1/6, 1/6, 1/3)

(1, 1, 2) → (2/3, 1/3, 2/3)de los que se obtienen las 
ombina
iones no masivas de 
arga impar
{(1, 1, 0)}nueva(1, 1, 0)(1, 1, 0)(0, 0, 0) (2.207)

{(1,−1,−2)}nueva(1, 1, 0)(0, 0, 0)(0, 0, 0)

{(1,−1, 0)}nueva(1,−1, 0)(1,−1, 0)(0, 0, 0)

{(1, 1, 2)}nueva(1,−1, 0)(0, 0, 0)(0, 0, 0)dando seis estados no masivos 
on 
arga total −1 (y otros seis 
on 
arga 1). Debido alfa
tor extra M − 1 = 2, tenemos un total de 24 estados retor
idos no masivos que dan
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uando se los a
opla 
on los mismos estados del se
tordere
ho. La suma de los estados retor
idos y no retor
idos dan lugar a un total de 20,
orrespondientes a los de un K3, 
omo se esperaba.Vale la pena remar
ar que hay que tener 
uidado 
uando se 
onsideran las iden-ti�
a
iones de 
ampos en la teoría nueva. Campos que eran equivalentes en la teoríaoriginal(Z(τ)) no lo son en la nueva teoría retor
ida Z(τ/M), esto puede llevar a un
onteo in
orre
to si no se lo tiene 
uenta ade
uadamente. A saber, las equivalen
ias(2.23), (2.24) son ahora
{(l, q, s)}nueva ≡ {(k − l, q +M(k + 2), s+ 2M)}nueva ≡
{(l, q + 2M(k + 2), s}nueva ≡ {(l, q, s+ 4M)}nueva . (2.208)ParaM = 3 estas equivalen
ias no dan lugar a estados extra. Sin embargo, la situa
iónes diferente 
uando se 
onsideran, por ejemplo, permuta
ionesM = 5. De he
ho en esteúltimo 
aso es fá
il ver que 4 hipermultipletes no retor
idos y que las 
ombina
iones

{(0, 0, 2)}nueva(0, 0, 0)

{(1, 1, 2)}nueva(1,−1, 0) (2.209)son 
ontribu
iones de estados retor
idos de masa 
ero. Cuando se los a
opla diagonal-mente a los modos dere
hos, se obtiene 8 hipermultipletes retor
idos (re
ordar el fa
tor
M − 1 = 4), en vez de 18 
omo era de esperar. Sin embargo, 
uando se 
onsideran lasnuevas equivalen
ias anteriores, se ve que, 
uando se a
oplan los se
tores izquierdo ydere
ho 
on el invariante modular diagonal, se tiene ahora

{(1, 3, 4)}nueva(0, 0, 0) −− {(1, 3, 4)}nueva(0, 0, 0) (2.210)
{(1, 1, 2)}nueva(1, 1, 0) −− {(1, 1, 2)}nueva(1, 1, 0) (2.211)
{(1, 3, 4)}nueva(0, 0, 0) −− {(1, 13, 10)}nueva[(1, 1, 0) ≡ (0, 2, 2)] (2.212)
{(1, 1, 2)}nueva(1, 1, 0) −− {(1, 21, 4)}nueva[(0, 0, 0) ≡ (1, 3, 2)] (2.213)lo que da los 16 hipermultipletes esperados.Se
tor abiertoHagamos un bosquejo de la 
onstru

ión del se
tor abierto.La amplitud de la botella de Klein en el se
tor transverso está dada genéri
amentepor (2.201).En nuestro ejemplo 16 el primer fa
tor no es más que 1/M ve
es el original, 
omose ve de (2.117). La 
ontribu
ión �retor
ida� (que viene del punto �jo del 
anal dire
to)
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ional a
M − 1

2M

∑

n,p

(−1)n+p

2m

(
χ(0,0);p,−n(il)

)3 (
χ(0,0);p,−n(il/M)

)
. (2.214)Ambos términos 
ontribuyen a los tadpoles. Una solu
ión sen
illa, 
omo la de lase

ión 2.6, es proponer una fun
ión de parti
ión similar para las amplitudes del 
ilindroy la 
inta de Möbius , a saber Z̃C = n2 = Z̃K y Z̃M = −2nZ̃K(il + 1/2). Así seaseguran la fa
toriza
ión y las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles requieren n = 8
omo antes. Enton
es, de las amplitudes del 
anal dire
to hallamos de nuevo un grupode 
alibre SO(8). Ahora el se
tor no retor
ido 
ontribuye 
on 4 hipermultipletes en la

28 (2 en M = 5), mientras que el se
tor retor
ido genera los 6 (8) extra (re
ordar lasidenti�
a
iones en (2.208)), 
ompletando un total de 10 hipermultipletes.De esta manera, 
omo preveíamos, re
uperamos el mismo espe
tro no masivo, 
onparte de él viniendo de la parte invariante de la fun
ión de parti
ión y el resto de la
ontribu
ión de los se
tores retor
idos. De he
ho, la 
an
ela
ión de anomalías en D = 6nos ha
ía prever esto. Aún si la 28 es libre de anomalías de 
alibre, se ne
esitan 10 deestos hipermultipletes para asegurar la ausen
ia de anomalías gravita
ionales.Un 
ál
ulo similar para el modelo 19 en D = 4, el que originalmente tiene 84 estadosizquierdos en la 6 de SO(4), resulta en 12 estados no retor
idos y 6 retor
idos, en el
aso de permutar 
on M = 7, dando lugar a una redu

ión efe
tiva en el númerode estados. Re
ordar que (este es un resultado general) debido al término c(M2−1)
24M

en(2.191), no habrá 
ontribu
iones dire
tas del se
tor nuevo retor
ido al 
ará
ter delve
tor. En prin
ipio todavía puede 
ontribuir vía 
an
ela
ión de tadpoles .Como un último ejemplo 
onsideremos el modelo (quínti
a) 35 diagonal en D = 4,permutando los 5 bloques. El se
tor retor
ido 
orresponde ahora a sólo una teoría 
onpesos y 
argas dados por (2.191), (2.192). De (2.191) notamos que hnueva = 3
5

+ 1
5
(h +

m), donde h son los pesos 
onformes dados por los 
uadros B.8�B.10. Vemos así quelos estados no masivos retor
idos no están permitidos. Por otro lado, vemos que la
ondi
ión de 
arga total impar no puede ser satisfe
ha y, por lo tanto, no hay se
torretor
ido. O sea, los retor
imientos por permuta
iones 
í
li
asM = 5 a
túan librementeen este modelo. Los 101 estados no masivos originales (de 
arga 1) se redu
en en este
aso a 21.
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Capítulo 3Modelos quirales en orientifolios deGepner + orbifolds
3.1. Introdu

iónEn D = 4 dimensiones 
ada se
tor de la teoría tipo IIB está des
ripto por una teoría
onforme 
on 
arga 
entral total ctot = cst + cint = 12, donde cst = 3 y cint = 9 sonlas 
argas 
entrales 
orrespondientes a los se
tores de espa
iotiempo e internos (de seisdimensiones), respe
tivamente. En una 
ompa
ti�
a
ión de tipo toroidal seis 
amposbosóni
os y fermióni
os, 
ada uno de los 
uales 
ontribuye 
on 1 y 1/2 a la 
arga
entral respe
tivamente, se enrollan en las seis dimensiones extra para obtener unateoría 
onsistente. Este tipo de 
ompa
ti�
a
iones son generalmente no quirales, dadoque se preservan demasiadas supersimetrías. Si están presentes singularidades de tipoorbifold, algunos o todos los generadores de supersimetrías se anulan al ser proye
tados.Por ejemplo, 
onsideremos la a

ión del orbifold ZN realizada por el generador θ talque

θxYi = e2iπxviYi (3.1)donde x es un número entero y donde YI , I = 1, 2, 3 son 
oordenadas bosóni
as 
om-plejas que parametrizan el toro interno T6. El ve
tor de retor
imiento v = (v1, v2, v3)
odi�
a la a

ión del orbifold sobre 
ada plano 
omplejo. Así, por ejemplo, para estadosno masivos izquierdos (o dere
hos) de Ramond de la forma |σ0σ1σ2σ3〉 
on σ0, σi = ±1
2
,tenemos

θx|σ0σ1σ2σ3〉 = e2iπxv·σ|σ0σ1σ2σ3〉 . (3.2)La 
ondi
ión de invarian
ia
σIvI ∈ Z (3.3)59
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ión algunos de los estados fermióni
os y así redu
e el número desupersimetrías.En parti
ular, la 
ondi
ión ±v1±v2±v3 = 0 asegura que hay un gravitino en ambosse
tores IIB sin retor
er NS-R y R-NS. La proye

ión bajo Ω produ
e el se
tor 
erradodel orientifolio y lleva a N=1 supersimetrías D=4. La fun
ión de parti
ión puede verseen, por ejemplo, la ref. [62℄.3.2. Se
tor abiertoLos estados de 
uerda abierta se es
riben formalmente 
omo
|Φk; i, j〉λk

ji , (3.4)donde λk etiqueta la representa
ión del grupo de 
alibre según la 
ual transforma elestado Φk. Por ejemplo, si el estado Φ0 
orresponde a bosones de 
alibre, λ0 representaa generadores del grupo de 
alibre G1.Resulta útil [62℄ es
ribir las matri
es de Chan�Paton en una base de Cartan�Weyl,donde los generadores se organizan en 
argados λa = Ea, a = 1, . . . , dim G y de Cartan
λI = HI , I = 1, . . . , rango G.En tal base, la informa
ión a
er
a del grupo de 
alibre y de las representa
iónde materia se 
odi�
an en las 
orrespondientes raí
es y ve
tores de pesos. Los λkpermitidos están determinados por la 
onsisten
ia de la teoría total de 
uerdas abiertas,asegurando la fa
toriza
ión, 
an
ela
ión de tadpoles y grupos 
lási
os de 
alibre 
onrepresenta
ión de dos índi
es.Supongamos que los fa
tores de Chan�Paton ya han sido determinados y que ahoraa
tuamos sobre los estados de 
uerdas 
on un generador θ de un grupo de simetría ZM .Esta a

ión se mani�esta 
omo una fase δk sobre un 
ampo Φk de la hoja de mundo ydebería, en prin
ipio, ser a
ompañado por la 
orrespondiente a

ión del grupo tal que

θ̂|Φk; i, j〉λji = γii′|θ̂Φk; i
′, j′〉γj′jλji

= e2πiδk(γ−1λγ)j′i′ |Φk; i
′, j′〉 .Por lo tanto, la invarian
ia bajo esta a

ión requiere

e2πiδkγ−1λkγ = λk (3.5)(Notar que esta γ no es la del modding por fase).1que genéri
amente será un produ
to de grupos unitarios, ortogonales y simplé
ti
os.



3.2. SECTOR ABIERTO 61ParaM impar y para la fun
ión de parti
ión dada en (2.168), sabemos que retor
erpor ZM se redu
e a una proye

ión sobre el se
tor sin retor
er por y. Así, para un 
asohíbrido donde el se
tor interno es de la forma (Modelo de Gepner)c=3n × T2(3−n)/ZM(n = 1, 2, 3), sólo permane
erán en el espe
tro estados invariantes (v,Γ) de 
uerdaabierta 
on fa
tores de Chan�Paton que satisfagan la e
ua
ión anterior 
on
δk =

(
v.r − Γ.q

m

)
. (3.6)Siguiendo los mismos pasos que en [62℄, podemos representar un retor
imiento ZM deChan�Paton en términos de los generadores de Cartan 
omo γ = e2πiV H , donde V esun ve
tor de autovalores de �desplazamiento� de la forma genéri
a

V =
1

M

(
0N0, 1N1, . . . , (M − 1)NM−1

) (3.7)(asegurando γM = 1) y los generadores de Cartan están representados por submatri
es
σ3 de 2× 2.En esta base, la e
ua
ión de proye

ión (3.5) se redu
e a la 
ondi
ión simple

ρkV = δk , (3.8)donde ρk es un ve
tor de pesos aso
iado a la representa
ión λk.Similarmente podemos representar la a

ión Ω sobre los Chan�Paton en términosde la matriz unitaria γΩ. Más generalmente, la a

ión de Ωg, g ∈ ZM , está dada por
Ωg : |Ψ, ab)→ (γΩg,p)aa′ |ΩgΨ, b′a′)(γΩg,q)

−1
b′b . (3.9)La 
onsisten
ia 
on la ley de multipli
a
ión del grupo del orientifolio impli
a variasrestri

iones sobre las matri
es γ, 
omo

γΩg,p = γg,pγΩ,p (3.10)o de (Ωθx)2 = θ2x,
γΩx,p = ±γ2x,pγ

T
Ωx,p . (3.11)La 
an
ela
ión de tadpoles impone más 
ondi
iones sobre las matri
es γ.Para resumir esta se

ión, notemos que hemos 
onseguido hallar un modelo 
onsis-tente 
on fa
tores de Chan�Paton λk 
ono
idos, a partir del 
ual se pueden 
onstruirfá
ilmente modelos 
o
ientados por simetrías de fase, por ejemplo a partir de las res-tri

iones debidas a la 
onsisten
ia de los estados de borde y de las amplitudes del 
analdire
to. Los estados de 
uerda abierta son tan sólo un sub
onjunto de los originales.



62 CAPÍTULO 3. ORIENTIFOLIOS DE GEPNER + ORBIFOLDSRe
ordar que, aunque el grupo ini
ial fuera no quiral, 
omo sería el 
aso si hubiéramosempezado 
on un invariante diagonal 
on k impar (dando lugar a grupos de 
alibre
SO(n) o Sp(n)), la 
ondi
ión de proye

ión ρkV = 0 sobre los bosones de 
alibre puedeoriginar grupos unitarios. Esto fun
iona en forma similar a 
ómo los estados invarian-tes por un orbifold son sele

ionados a partir de los fa
tores de Chan�Paton de laD9�brana SO(32) en las 
ompa
ti�
a
iones de orbifold impar de tipo I. Sin embargo,no 
ualquier proye

ión es posible, dado que las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpolesdeben satisfa
erse.Es interesante notar que, para el 
aso de k par, apare
e un se
tor retor
ido por
y = 0 mod m/2. Así, estos nuevos estados, ausentes en la teoría original, estarán pre-sentes genéri
amente. Esto señala la presen
ia de un nuevo tipo de branas 
on 
uerdasabiertas extendiéndose entre ellas 
omo, por ejemplo, las D5�branas que apare
en enlas 
ompa
ti�
a
iones de orbifold par tipo I. Habrá 
ondi
iones extra de 
an
ela
iónde tadpoles aso
iadas a tales estados.3.3. Can
ela
ión de tadpolesPro
ederemos a es
ribir las amplitudes en los 
anales dire
to y transverso paraestudiar la fa
toriza
ión y la 
an
ela
ión de tadpoles. Por simpli
idad, 
onsideramosprimero el 
aso de modelos de Gepner �puro� impar (
on sólo k impares), y luegogeneralizaremos al 
aso híbrido. La amplitud del 
ilindro está dada por

ZC(it) =
1

M

M−1∑

x=0

∑

γαβ

Cγ
αβ tr γα,x tr γβ,xe

−2iπΓ q
m

xχγ(it) (3.12)la que no es más que la generaliza
ión de (2.8) 
uando se in
luye un proye
tor 1
M

∑
θxen la traza. Esta amplitud en el 
anal transverso es

Z̃C(il) =
1

M

M−1∑

x=0

∑

αβγδ

Cγ
αβSγδ tr γα,x tr γβ,xχδ+2Γx(il) (3.13)donde hemos usado (2.154). Notar que para 
ada x �jo, se veri�
a (2.11) 
on na →

tr γa,x. A saber,
Cγ

αβSγδ tr γα,x tr γβ,x = (Dβ
α tr γα,x)

2 (3.14)indi
ando que la amplitud transversa puede ser es
rita 
omo un 
uadrado
Z̃C(il) =

1

M

M−1∑

x=0

∑

αβ

(Dβ
α tr γα,x)

2χβ+2Γx(il) . (3.15)



3.3. CANCELACIÓN DE TADPOLES 63Finalmente, la 
inta de Möbius 
ontribuye a un lazo en el se
tor abierto de lasiguiente manera
ZM

(
it+

1

2

)
=

1

M

M−1∑

x=0

∑

γα

Mγ
α tr (γ−1

Ωx,αγ
T
Ωx,α)e−2iπΓ q

m
xχ̂γ

(
it+ 1

2

)
, (3.16)donde volvemos a usar los 
ara
teres reales 
on sombrero. Así, la amplitud transversade la 
inta de Möbius es

Z̃M

(
il + 1

2

)
=

1

M

M−1∑

x=0

∑

γα

2
D
2 M̃γ

α tr (γ−1
Ωx,αγ

T
Ωx,α)χ̂γ+4Γx

(
il + 1

2

)
, (3.17)donde M̃ δ

α = PδγM
γ
α .Juntando las 
ontribu
iones de la botella de Klein, el 
ilindro y la 
inta de Möbiusen el 
anal transverso, obtenemos

1

M

M−1∑

x=0

∑

α

{
(Oα)2χα(il) + (Dα

β tr γβ,x)
2χα(il) +

+ 2× 2
D
2 M̃α

β tr (γ−1
Ωx,βγ

T
Ωx,β)χ̂α(il + 1

2
)
}

. (3.18)Notar que a pesar de no haber se
tores retor
idos por Γ en el 
anal dire
to, las proye
-
iones ha
en apare
er se
tores x�retor
idos en el transverso.La fa
toriza
ión (2.6) para l →∞, se redu
e a
(Dα

β tr γβ,2x)
2 + 2× 2

D
2 M̃α

β tr (γ−1
Ωx,βγ

T
Ωx,β) + (Oα)2 = 
uadrado perfe
to . (3.19)A saber, 2

D
2 M̃α = DαOα y

tr (γ−1
Ωx,αγ

T
Ωx,α) = ± tr γ2x,α (3.20)es el mismo tipo de 
ondi
ión que en las 
ompa
ti�
a
iones tipo orbifold [43℄. Esinteresante que, 
on esta 
ondi
ión, las amplitudes fa
torizadas en la teoría 
o
ientadapueden ser es
ritas inmediatamente a partir de la teoría sin proye
tar ha
iendo tansólo el reemplazo

nα → tr γα,x . (3.21)Por otro lado, la 
ondi
ión de 
arga 
ero para los 
ampos de RR no masivos (2.7)se halla fá
ilmente pidiendo
Dα

a tr γa,x +Oα = 0 (3.22)para los 
ara
teres χα+2Γx que 
ontengan estados RR no masivos.



64 CAPÍTULO 3. ORIENTIFOLIOS DE GEPNER + ORBIFOLDSEn parti
ular, para el se
tor transverso no retor
ido (x = 0), se re
uperan las 
on-di
iones originales, dado que tr γa,0 = na. Como ya se men
ionó, 
uando se 
onsideraninvariantes modulares diagonales, el número de 
ondi
iones de tadpole es menor que
on otros invariantes, y por lo tanto son más fá
iles de resolver. Sin embargo, despuésde 
o
ientar por simetrías de fase, este número aumenta (debido a los estados de masa
ero retor
idos en el transverso).Las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles pueden generalizarse a modelos híbridos
T 2(3−n) ×Gepner y 
o
ientes por ZN (N impar) de la siguiente manera

Dβ( tr γα,x) + 2Oβ

3−n∏

i=0

2 cosπxvi = 0 (3.23)la que viene de transformar al 
anal transverso (2.170) y las amplitudes del se
torabierto
ZC(it) =





∑

αβγ

[
θ
[

0
0

]

η3

]2 3−n∏

i=1

θ
[

0
xvi

]

η

−2 sin πxviη

θ
[

1
2

1
2
+2xvi

] Cγ
αβe

−2iπΓx q
mχγ Tr γx,α Tr γx,β





susy

ZM

(
it+ 1

2

)
=





∑

αa

[
θ
[

0
0

]

η3

]2 3−n∏

i=1

θ
[

0
xvi

]

η

−2 sin πxviη

θ
[

1
2

1
2
+2xvi

] Mα
a e

−2iπΓx q
m χ̂α Tr

[
γ−1

Ωx,aγ
T
Ωx,a

]




susy

.Re
ordemos que debido a la a

ión 
ombinada del retor
imiento por el orbifold y por Ω,debe in
luirse una suma sobre momentos 
uantizados o sobre enrollamientos (ver [62℄).Para obtener las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles, debemos tomar el límite t→ 0en las distintas trazas y luego ha
er un 
ambio de variables ade
uado a l para hallarel 
omportamiento de las amplitudes para l grande. El último paso es juntar todos lostérminos que tengan la misma dependen
ia en �l� en este límite.3.4. EjemplosEn esta se

ión mostramos algunos ejemplos explí
itos de modelos quirales en D =

4, siguiendo los pasos generales dis
utidos más arriba. La situa
ión en que el se
torinterno es puramente Gepner se ilustra 
on 
o
ientes por fase de la quínti
a 35
A. Lasitua
ión híbrida de un se
tor interno Gepner�orbifold es ejempli�
ada 
onsiderandoorbifolds de (1)6 × T 2 y (1)3 × T 4. El último es un modelo pe
uliar, en algún sentido,dado que la parte de Gepner es, en realidad, también un 
aso (espe
ial) de toro. Sinembargo, es útil no sólo para ilustrar el método general sino para mostrar 
ómo seobtienen modelos donde el rango se redu
e.



3.4. EJEMPLOS 653.4.1. 35

A
/Z5Una teoría de 
uerda abierta 
onsistente donde el se
tor interno está dado porel modelo de Gepner 35 
on invariante modular, fue 
onstruida en 2.7.2 (pág. 39).Seguiremos aquí 
on la misma nota
ión (ver también [66℄ y [68℄). La fun
ión de parti
iónde la botella de Klein se puede es
ribir 
omo

ZK(it) =
1

2

1

5

[
(χI(it) + χII(it))

5
]susy

, (3.24)donde
χI = χ(0,0) + χ(3,−3) + χ(3,−1) + χ(3,1) + χ(3,3)

χII = χ(2,0) + χ(2,2) + χ(1,−1) + χ(1,1) + χ(2,−2) (3.25)la 
ual es, en el 
anal transverso
Z̃K(il) =

1

2
24 4
√

5
[
(κ

3
2 χ̃(0,0)(il) + κ−

3
2 χ̃(2,0)(il))

5
]susy

, (3.26)donde κ ≡ 1
2
(1 +

√
5). La fun
ión de parti
ión en el 
anal transverso puede es
ribirseen términos de χ̃(0,0)(il)

1−γiχ̃γi

(2,0) (donde los exponentes indi
an el número de ve
es queapare
e 
ada fa
tor, sin importar el orden). Cada término está 
odi�
ado en un ve
torde 5 
omponentes (uno para 
ada teoría) ~γ que valen 0 ó 1 (
orrespondiendo a estadosque pertene
en al 
onjunto I o II en el 
anal dire
to, respe
tivamente). Por ejemplo,rees
ribiendo (3.26) 
omo
Z̃K(il) =

1

2
O2

~γ

[
5∏

i=1

(χ̃(0,0)(il))
1−γi(χ̃(2,0)(il))

γi

]susy (3.27)en
ontramos que los úni
os 
oe�
ientes que no se anulan son
O~0 = 245

1
8κ

15
2 O~1 = 245

1
8κ−

15
2 , (3.28)donde ~0 ≡ (0, 0, 0, 0, 0) y ~1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1).Similarmente se de�nen los 
oe�
ientes D~γ y M~γ para las amplitudes del 
ilindroy la 
inta de Möbius. La 
onsisten
ia está asegurada por [65℄

D2
~γ =

51/4

κ5/2

(∑
~δ κ

(~γ−~δ)2(−1)~γ
~δn

~δ
)2

κ(~γ)2
. (3.29)y

M̃~γ = D̃~γÕ~γ = −
∑

~δ

4
√

5(−1)(~γ)2κ(~γ−~δ)2(−1)~γ.~δκ
5
2
−2(~γ)2n~δ . (3.30)



66 CAPÍTULO 3. ORIENTIFOLIOS DE GEPNER + ORBIFOLDSLas 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles son enton
es
D~0 +O~0 = 0

D~1 +O~1 = 0 (3.31)que se tradu
e en la ya vista e
. 2.137, que repetimos aquí
n0 + n2 + n3 + 2n4 + 3n5 = 12

n1 + n2 + 2n3 + 3n4 + 5n5 = 20 (3.32)donde ni =
∑

~γ/|~γ|=i n~γ (e.g. n4 = n(1,1,1,1,0)+n(1,1,1,0,1)+n(1,1,0,1,1)+n(1,0,1,1,1)+n(0,1,1,1,1)).Estudiando las expresiones del 
anal dire
to podemos en
ontrar el espe
tro de 
uerdaabierta [65℄. El grupo de 
alibre es de la forma ∏5
i=0 SO(ni) 
on estados de materiatransformando en las representa
iones simétri
a, antisimétri
a y bifundamental. Porejemplo, 
on n0 = n(0,0,0,0,0);n1 = n(1,0,0,0,0);n2 = n(1,1,0,0,0) (y todas las demás entradas
ero) el espe
tro no masivo está dado en el 
uadro siguienteEspa
iotiempo Interno mult. irrep.v (0, 0)5 1 SO(n0)⊗ SO(n1)⊗ SO(n2)s (2, 2)(3, 3)(0, 0)3 4 (1, , 1) + (1, 1, ) + (n0, n1, 1)s (3, 3)(2, 2)(0, 0)3 1 (1, 1, ) + (1, n1, n2)s (0, 0)(2, 2)(0, 0)2(3, 3) 3 (1, 1, ) + (1, n1, n2)s (1, 1)2(0, 0)2(3, 3) 3 (
1, 1,

)
+ (n0, 1, n2) + (1, n1, n2)Espe
tro no masivo para 35

A/Z5.
on
n0 = 12− n ; n1 = 20− n ; n2 = n (3.33)

v, s indi
an que los estados son super
ampos ve
toriales o es
alares quirales, respe
ti-vamente.Las simetrías de fase del 35 permiten 124 moddings independientes. Por otro lado,se puede realizar más de un modding al mismo tiempo. Se pueden obtener modelosquirales de D�branas en
astrando estos moddings 
on los retor
imientos. Para ilustrarel pro
edimiento 
onsideremos la situa
ión sen
illa donde n = 0. Así, nuestro punto departida es un
SO(12)⊗ SO(20)

4[(1, ) + (12, 20)] , (3.34)



3.4. EJEMPLOS 67donde, 
omo se ve del 
uadro, la multipli
idad viene de las posibles permuta
iones en
(2, 2)(3, 3)(0, 0)3 + (2, 2)(0, 0)(3, 3)(0, 0)2 + (2, 2)(0, 0)2(3, 3)(0, 0) + (2, 2)(0, 0)3(3, 3) .Elegimos ha
er el 
o
iente por Γ = (0, 2,−1,−1, 0) y en
ajarlo en el retor
imientogenéri
o de los Chan�Paton

V =
1

5
(0l0 , 1l1, 2l2 ; 0m0, 1m1 , 2m2) (3.35)
on

1

2
n0 = l0 + l1 + l2 = 6 (3.36)

1

2
n1 = m0 +m1 +m2 = 10 .El espe
tro se obtiene proye
tando los estados anteriores de a
uerdo a (3.5). Aquí

δ = Γ.q
5

= 0,−1
5
, 2

5
, 2

5
, 0 para los bosones de 
alibre y para los 
uatro estados de materiano masiva respe
tivamente, mientras que, por ejemplo

ρ(Adj,1) = (±1,±1, 0, · · · , 0; 0 · · · , 0) (3.37)
ρ(1, ) = (0, · · · , 0; (±1,±1, 0, · · · , 0)) + (0, · · · , 0;±2, · · · , 0) (3.38)
ρ(12,20) = (±1, 0, · · · , 0;±1, 0, · · · , 0) , (3.39)donde las primeras (segundas) 6 (10) entradas 
orresponden a los ve
tores de pesos de

SO(12) (SO(20)). Así vemos que, por ejemplo, el grupo de 
alibre original se rompe en
SO(2l0)×U(l1)×U(l2)× SO(2m0)×U(m1)× U(m2). Los estados de materia pueden
al
ularse fá
ilmente. El espe
tro es genéri
amente quiral pero anómalo para valoresarbitrarios de los l y m. De he
ho, las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles imponenfuertes restri

iones.Como se vio anteriormente, las e
ua
iones de 
an
ela
ión de tadpoles para la teoríaproye
tada pueden obtenerse fá
ilmente de la teoría sin proye
tar (ver (3.22)). Basta re-emplazar la → tr γa,x en las expresiones del 
anal transverso para los 
orrespondientes
ara
teres retor
idos x ve
es. A saber,

n0 → tr γ0,x = 2l0 + 2l1 cos
2

5
πx+ 2l2 cos

4

5
πx

n1 → tr γ1,x = 2m0 + 2m1 cos
2

5
πx+ 2m2 cos

4

5
πx . (3.40)Las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles son enton
es

(Dα
a tr γa,x +Oα)2χα+2Γx(il) = 0 (l →∞) (3.41)



68 CAPÍTULO 3. ORIENTIFOLIOS DE GEPNER + ORBIFOLDSpara todos los estados x�retor
idos tales que ~α + 2Γx 
ontenga un estado no masivoRR, para este ejemplo estos estados están dados en el 
uadro siguiente
~α x ~α + 2Γx (no masivo)(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 0 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)(2,0) (2,0) (2,0) (2,0) (2,0) 0 (1,−1) (1,−1) (1,−1) (1,−1) (1,−1)(0,0) (2,0) (2,0) (2,0) (0,0) 1 (0,0) (1,−1) (2,−2) (2,−2) (0,0)(2,0) (0,0) (0,0) (0,0) (2,0) 2 (1,−1) (3,−3) (0,0) (0,0) (1,−1)(0,0) (0,0) (2,0) (2,0) (0,0) 3 (0,0) (3,−3) (1,−1) (1,−1) (0,0)(2,0) (2,0) (0,0) (0,0) (2,0) 4 (2,−2) (1,−1) (0,0) (0,0) (2,−2)Estados no masivos retor
idos ~α + 2Γx.y dan lugar a las e
ua
iones

44 + 20
√

5 = ±(2 tr γ0,0 + tr γ1,0 +
√

5 tr γ1,0)

8 = ±(11 tr γ0,0 + 5
√

5 tr γ0,0 − 7 tr γ1,0 − 3
√

5n1)

12 + 4
√

5 = ±(4 tr γ0,2 + 2
√

5 tr γ0,2 + 7 tr γ1,2 + 3
√

5 tr γ1,2)

12 + 4
√

5 = ±(4 tr γ0,2 + 2
√

5 tr γ0,2 − 3 tr γ1,2 −
√

5 tr γ1,2)

16 + 8
√

5 = ±(3 tr γ0,4 +
√

5 tr γ0,4 + 4 tr γ1,4 + 2
√

5 tr γ1,4)

16 + 8
√

5 = ±(3 tr γ0,4 +
√

5 tr γ0,4 − tr γ1,4 −
√

5 tr γ1,4) .La libertad en el signo se debe a que ambos signos dan lugar a una 
ompleta
iónde 
uadrado. Las primeras dos e
ua
iones son las originales, sin retor
er (3.40), que�jan los rangos de los grupos. Puede veri�
arse fá
ilmente que las e
ua
iones extra,
x�retor
idas, son las 
ondi
iones para que la teoría sea libre de anomalías. La solu
iónde estas e
ua
iones de tadpoles es úni
a en este 
aso (
orresponde a la ele

ión designo {+,+,−,+,−,−}), a saber

l0 = 2 l1 = 4 l2 = 0

m0 = 2 m1 = 4 m2 = 4 (3.42)dando lugar a un grupo de 
alibre SO(4)×U(4)× SO(4)×U(4)×U(4) 
on 
ontenidode materia quiral
(1,1; 4,4,1) + (1,1; 1,4̄,4) + (1,1; 1,1,10) + (1,4̄; 1,1,4) + (1,4; 1,4̄,1) + (4,1; 1,4,1)+

+ 2[(1,1; 1,10,1) + (1,1; 1,4̄,4̄) + (1,1; 4,1,4) + (1,4̄; 1,4̄,1) + (4,1; 1,1,4) + (1,4; 4,1,1)]Así se ve que es fá
il obtener grupos unitarios 
on materia quiral.Para bus
ar, por ejemplo, modelos 
er
anos al Modelo Estándar, se debería ha
eruna búsqueda ade
uadamente dirigida 
on moddings simultáneos. No intentaremos estoaquí.



3.4. EJEMPLOS 69Sin embargo, hemos revisado el espe
tro para los 124 moddings independientes.Para el 
aso SO(n0) × SO(n1) × SO(n2) de (3.33), en
ontramos que 16 de ellos danmodelos in
onsistentes donde los tadpoles no pueden 
an
elarse. Para algunos de losmoddings permitidos, existe más de una solu
ión de las 
ondi
iones de 
an
ela
ión detadpoles.Los siguientes 36 moddings dan lugar sólo a modelos no quirales:
Γ = (0, 0, 0, 1,−1), (0, 0, 0, 2,−2),±(0, 1,−1, 2,−2),±(0, 2, 1,−1,−2) .Los otros 72 todos tienen al menos una solu
ión 
on espe
tro quiral. Apare
en gruposunitarios de rango grande, hasta U(10). Sin embargo, sólo grupos de rango hasta 4tienen espe
tro quiral (ver también [67℄). Claramente más proye

iones que den lugara más rompimientos darán lugar a otras posibilidades.Hemos veri�
ado, en algunos ejemplos, que las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tad-poles 
oin
iden 
on las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de anomalías.3.4.2. (13 ×T4)/Z3Una teoría de 
uerda abierta 
on se
tor interno dado por un modelo de Gepner 13,
on invariante diagonal, fue 
onstruida en 2.5.1 (pág. 27). En este 
aso las fun
ionesde parti
ión del 
ilindro, la 
inta de Möbius y la botella de Klein pueden es
ribirse enel 
anal transverso 
omo

Z̃K + Z̃M + Z̃C = 28χ̃susy
(0,0)3(il)− 2× 24 ˆ̃χ

susy

(0,0)3

(
il + 1

2

)
+ n2χ̃susy

(0,0)3(il) . (3.43)Dado que χsusy
(0,0)3 
ontiene estados de RR no masivos, la e
ua
ión de 
an
ela
ión detadpoles es enton
es n−16 = 0. El espe
tro de 
uerda abierta puede hallarse estudiandolas expresiones del 
anal dire
to. El grupo de 
alibre es Sp(n) 
on estados de materiamasiva transformando en las representa
ión simétri
a o antisimétri
a. Compa
ti�
andode nuevo en un toro T 4, obtenemos una teoría de 
uerdas en 
uatro dimensiones, 
onel espe
tro abierto no masivo dado por el 
uadro siguienteEspa
iotiempo Interno Irrep.v (0, 0)(0, 0, 0)3 Sp(16)s (1, 0) (0, 0, 0)3s (0, 1) (0, 0, 0)3s (0, 0)(1,−1, 0)3Espe
tro no masivo del se
tor abierto.



70 CAPÍTULO 3. ORIENTIFOLIOS DE GEPNER + ORBIFOLDSEstos estados forman un multiplete ve
torial de Sp(16) y super
ampos quiralesque transforman en la ( ). Las simetrías de fase de 13 × T 4 permiten dos moddingsdiferentes
Γ = (1,−1, 0) v =

(
0,

1

3
,−1

3

)

Γ = (1, 1, 0) v =

(
0,

1

3
,
1

3

) (3.44)aunque el primero da lugar a N = 2 supersimetrías en el espa
iotiempo y por lo tantoa modelos no quirales. Se pueden obtener modelos quirales de D�branas en
astrando elsegundo modding 
on un retor
imiento. Por lo que de
idimos realizar el modding (3.44)y en
ajarlo 
on un retor
imiento genéri
o de los Chan�Paton.
V =

1

3
(0l0, 1l1) (3.45)
on l0+l1 = 8. El espe
tro se obtiene proye
tando los estados anteriores de a
uerdo a lae
ua
ión (3.8). Aquí δ = Γq

m
= 0, 1

3
, 1

3
, 1

3
para los bosones de 
alibre y los tres estados nomasivos, respe
tivamente. Así, a partir de (3.45) y (3.8) hemos roto los grupos originalesen Sp(2l0) × U(l1). Los estados de materia se pueden 
al
ular fá
ilmente y dan lugara una representa
ión quiral 3[(2l0, l1) + (1, )]. El espe
tro es quiral pero anómalopara valores arbitrarios de l0, l1. Sin embargo, las fuertes restri

iones impuestas porlas 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles aseguran un espe
tro libre de anomalías.Como hemos mostrado, las e
ua
iones de 
an
ela
ión de tadpoles anteriores parala teoría proye
tada pueden obtenerse fá
ilmente a partir de las expresiones del 
analtransverso. Las e
ua
iones de 
an
ela
ión de tadpoles dadas en (3.23) son enton
es

Tr γx − 2
(
2 cos

πx

3

)2

= 0 (3.46)para todos los x tales queχα+2Γx 
ontiene algún estado de RR no masivo. Estos estadosestán dados en el 
uadro siguientex α + 2Γx = Et × Gepner0 (−1
2
,−1

2
,−1

2
);(0, 1, 1)(0, 1, 1)(0, 1, 1) + otros1 (−1

2
,−1

2
,−1

2
);(0,−1,−1)(0,−1,−1)(0, 1, 1)2 (1

2
, 1

2
, 1

2
);(0, 1, 1)(0, 1, 1)(0,−1,−1)Estados no masivos de RR en el 
anal transverso.Estos dan lugar a las e
ua
iones
l0 + l1 = 8 (3.47)

2l0 − l1 = 4 . (3.48)
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ua
ión es la original, sin retor
er. La e
ua
ión extra, retor
ida, es tan sólola 
ondi
ión para que la teoría sea libre de anomalías.La solu
ión a estas e
ua
iones de tadpoles es úni
a, a saber l0 = l1 = 4, dando lugara un grupo de 
alibre Sp(8)×U(4) 
on 
ontenido de materia quiral 3[(8, 4) + (1, )].De forma similar al modelo de Gepner 35 vemos que grupos unitarios 
on materiaquiral pueden obtenerse fá
ilmente en los modelos híbridos. Por otra parte, este ejemploda lugar a tres genera
iones de materia. Es interesante 
omparar este 
ál
ulo 
on el detipo orbifold. Por ejemplo, en el orientifolio tipo IIB sobre T 6/Z3 el espe
tro no masivoes Ve
tor SO(2l0)×U(l1) (3.49)Quiral 3
[
(2l0, l1) +

(
1,
)] (3.50)y las 
ondi
iones de 
an
ela
ión de tadpoles son

l0 + l1 = 16 (3.51)
2l0 − l1 = −4 . (3.52)Así, 
omparado 
on este 
aso, vemos que son similares si ha
emos el siguiente reem-plazo: SO(l) → Sp(l) y → . Además, notar que el modelo de Gepner da lugaruna redu

ión del rango, el que puede expli
arse a partir de la presen
ia de un 
ampoantisimétri
o NSNS.3.4.3. (Modelo de Gepner)c=6 × T2También podemos 
onsiderar los 
asos en que el se
tor interno es un orbifold demodelos de Gepner c = 6 por un dos�toro. Un ejemplo muy sen
illo, de juguete, es el deempezar 
on un modelo 16

A ya visto, y 
o
ientar por las simetrías de fase 
odi�
adas en
v = (0, 2

3
) y en Γ = (−1

3
,−1

3
, 0, 0, 0, 0). Se obtiene el grupo de 
alibre U(4) 
on materiaen la 6 ó 6̄.
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Capítulo 4
Modelos CPm no diagonales y susPolinomios de Poin
aré
4.1. Introdu

iónEn una generaliza
ión del esquema presentado en los 
apítulos anteriores, Kazamay Suzuki ([54℄) 
onstruyen el se
tor interno a partir del produ
to tensorial de modelosde 
lases laterales.La informa
ión de esta estru
tura algebrai
a puede ser 
odi�
ada en un polinomiode Poin
aré, el que 
uenta el número de estados primarios junto 
on su 
arga U(1).La 
onstru

ión de estos polinomios de Poin
aré es relevante para hallar la rela
iónentre este método algebrai
o y las 
ompa
ti�
a
iones de Calabi�Yau. Esta rela
ión hasido estable
ida en algunos 
asos en las refs. [72, 73, 74, 75, 90, 91℄. En las próximasse

iones 
al
ulamos los polinomios de Poin
aré para modelos de 
lases laterales CPm,i.e. modelos SU(m+1)/SU(m)×U(1), a
oplando los se
tores dere
ho e izquierdo 
oninvariantes modulares no diagonales para SU(m+ 1) y SU(m).Debido a la enorme degenera
ión de los va
íos de 
uerdas 
uadri�dimensionales, yla falta de un argumento teóri
o para sele

ionar el 
orre
to, se ha invertido un granesfuerzo [76, 50, 94, 77, 78, 79, 89℄ en estudiar sistemáti
amente todos los posiblesmodelos de 
uerdas N = 2. En la ref. [79℄ fue 
al
ulado, por 
onstru

ión dire
ta delespe
tro de masa 
ero, el número de genera
iones de E6 para los modelos CPm 
on ungran 
onjunto de a
oplamientos no diagonales para los se
tores izquierdo y dere
ho de
SU(m+ 1).El 
ono
imiento de los polinomios de Poin
aré es parti
ularmente útil para realizareste tipo de 
ál
ulos, 
omo fue demostrado por Vafa en ref. [80℄, y apli
ado en este73
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ontexto por Buturovi
 [77℄. Siguiendo a estos autores generalizamos los resultadosde la ref. [79℄ 
al
ulando el número de genera
iones quirales de 
ompa
ti�
a
iones de
uerdas (2, 2) 
on modelos de 
lases laterales CPm que tengan al menos un invarianteno diagonal para SU(m). El número de genera
iones de E6 que se obtiene de estamanera es demasiado grande para ha
er estos modelos fenomenológi
amente tratables.Cuando se tienen en 
uenta 
o
ientes (moddings) por simetrías dis
retas, este númerose redu
e 
onsiderablemente. Por esto dis
utimos estos 
o
ientes y los des
ribimos entérminos de los polinomios de Poin
aré para los se
tores retor
idos.4.2. Modelos de Clases Laterales CPm 
on N = 2Consideremos la teoría 
o
iente SU(m + 1)k × SO(2m)1/SU(m)k+1 × U(1), a laque nos referiremos 
omo (m, k). Denotamos los pesos fundamentales de SU(m+ 1) y
SU(m) por ωi 
on i yendo de 0 a m y m− 1 respe
tivamente. Los estados del álgebrasuper
onforme (SCA) N = 2 izquierda están etiquetados 
on |Λ, λ, Λ̃〉, donde Λ es unpeso de SU(m + 1) a nivel k (Λ =

∑m
i=1miωi; 0 ≤ ∑m

i=1mi ≤ k); Λ̃ es un peso de
SO(2m) a nivel 1 (por lo que sólo puede tomar los valores 0, v, s, s) y λ es un peso de
SU(m)×U(1) a nivel k+1 obtenido des
omponiendo |Λ〉⊗ |Λ̃〉 en las representa
ionesirredu
ibles de SU(m) × U(1). Además, λ se des
ompone en un peso λ̂ =

∑m−1
i=1 niωide SU(m) y una 
arga q de U(1) (
orrespondiente al U(1) de SU(m)× U(1)) así

λ = λ̂+
ωm

m
q . (4.1)La dimensión 
onforme ∆ y la 
arga de supersimetría Q de U(1) están dados por

∆ =
Λ(Λ + 2ρm+1)− λ(λ+ 2ρm)

2(k +m+ 1)
+

Λ̃2

2
+N (4.2)

Q = −
2m∑

l=1

Λ̃l +
2

k +m+ 1
(ρm+1 − ρm).λ+ 2M =

= −
2m∑

l=1

Λ̃l +
q

k +m+ 1
+ 2M (4.3)donde ρm+1 y ρm denotan la semisuma de las raí
es positivas de SU(m+ 1) y SU(m)respe
tivamente, y N,M son enteros.Sin embargo, no todos los estados 
onstruidos de esta manera son independientes.Esto se debe a la identi�
a
ión de 
ampos impli
ada por la existen
ia de automor-�smos externos propios σ del diagrama de Dynkin extendido del álgebra afín de Lie



4.2. MODELOS DE CLASES LATERALES CPM CON N = 2 75de SU(m + 1). Bajo estos automor�smos un estado|Λ, λ̂, q, Λ̃〉 
ambia a [81, 82, 83℄
|σ(Λ), σ(λ̂), σ(q), σ(Λ̃)〉, donde

σ(Λ) = (k −
m∑

i=1

ni)ω1 +

m∑

i=2

ni−1ωi

σ(λ̂) = (k −
m−1∑

i=1

ni)ω1 +
m−1∑

i=2

ni−1ωi

σ(q) = q + k +m+ 1

σ(Λ̃ = (0), (v), (s), (s̄)) = ((v), (0), (s̄), (s)) . (4.4)Estos estados deben identi�
arse para que los 
ampos formen una representa
iónunitaria del grupo modular. Como los modelos CPm no poseen puntos �jos frente aestos automor�smos, la identi�
a
ión de 
ampos no presenta más problemas (para unadis
usión de puntos �jos en modelos de 
lases laterales ver refs. [78, 84℄).Los 
ara
teres del SCA N = 2 están de�nidos por
χG

Λ χ
SO(d)

Λ̃
=
∑

λ

χN=2
Λ,λ,Λ̃

χH
λ . (4.5)Bajo transforma
iones modulares

χN=2
Λ,λ,Λ̃

(−1/τ) = SΛ,Λ′ SΛ̃,Λ̃′ S∗
λ,λ′ χN=2

Λ,λ,Λ̃
(τ)

χN=2
Λ,λ,Λ̃

(τ + 1) = TΛ,Λ′ TΛ̃,Λ̃′ T
∗
λ,λ′ χN=2

Λ,λ,Λ̃
(τ) . (4.6)Así, una fun
ión de parti
ión invariante modular general para un modelo de 
laseslaterales dado tiene la forma

Z =
∑

Λ,λ,Λ̄,λ̄,Λ̃

χN=2
Λ,λ,Λ̃

NΛ,Λ̄ Mλ,λ̄ χ
N=2 ∗
Λ̄,λ̄,Λ̃

. (4.7)En la e
ua
ión anterior la suma se extiende sobre los estados (Λ, λ) y (Λ̄, λ̄) que sa-tisfa
en la 
ondi
ión C(Λ−λ) de [81℄, la que para el se
tor NS 
orresponde a Λ−λ ∈M ,la red de raí
es de SU(m+1). N yM denotan respe
tivamente a los invariantes modu-lares para SU(m+ 1) y SU(m)×U(1). Por ahora no existe una 
lasi�
a
ión 
ompletade los invariantes modulares para SU(N), N > 3 [99℄. Sin embargo, en [79℄, se empleóuna gran variedad de ellos para 
onstruir modelos. Sólo un invariante, dentro de losque son relevantes para las 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas 
on invariantes no diagonalespara SU(m), no había sido 
al
ulado explí
itamente antes de este trabajo, a saber, elinvariante C(5, 8) derivado de en
ajar SU(6)8 en SO(21)1 [85℄, y al que listamos en7.3. Para los demás invariantes referimos al le
tor a [79℄. Para todos los invariantes
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onsiderados se veri�
a la 
ondi
ión NΛ,Λ′ = Nσ(Λ),σ(Λ′). En la referen
ia anterior,el invariante SU(4)kimpar de G no satisfa
e esta rela
ión. Sin embargo, en este 
aso, losresultados son idénti
os a los que se obtienen 
on el invariante diagonal.4.3. Polinomios de Poin
aréLos estados primarios quiral�quiral (quiral�antiquiral) del SCA N = 2 son estadosen el se
tor de Neveu�S
hwarz (NS) de�nidos por la 
ondi
ión ∆ = Q
2
, ∆̄ = Q̄

2
(∆ = Q

2
,

∆̄ = − Q̄
2
). Con nuestra 
onven
ión, las 
antidades barradas se re�eren al álgebra N = 2dere
ha. Para los modelos de 
lases laterales CPm, los estados que satisfa
en ∆ = Q/2son aquellos de la forma [86℄

|Λ,Λ, (0)〉 = |
m∑

i=1

niωi,
m∑

i=1

niωi, (0)〉 (4.8)y sus transformados por σ. Para los estados que son 
omo en (4.8), los enteros N,Men las e
ua
iones (4.2), (4.3) son 
ero [86℄, mientras que para sus transformados por σ,
N,M se ajustan para dar los mismos valores de ∆ y Q.Se sabe que el 
onjunto de 
ampos primarios de una SCA N = 2 posee una es-tru
tura de álgebra bigraduada 
onmutativa [86, 87℄, 
on la bigradua
ión dada por las
argas de supersimetría U(1) izquierda y dere
ha Q y Q̄. El polinomio de Poin
aréaso
iado a este álgebra quiral (de dimensión �nita) puede de�nirse 
omo

P(t, t̄) =
∑

estados quirales

tDQ t̄DQ̄ . (4.9)Aquí D es el menor entero positivo tal que DQ es entero para todos los estados.En estas se

iones 
al
ularemos los polinomios de Poin
aré para aquellos modelos
CPm 
on invariantes modulares no diagonales que son relevantes para las 
ompa
ti�-
a
iones de 
uerdas. Se 
onstruyeron todos los estados primarios 
on un programa de
omputadora, y se 
al
uló su 
arga U(1). Las identi�
a
iones de 
ampos (4.4) fuerontenidas en 
uenta apropiadamente.Si alguno de N o M son diagonales, enton
es Q = Q̄ y los polinomios toman laforma sen
illa

P(tt̄) =
∑

|Λ,Λ,(0)〉

NΛ,ΛMΛ,Λ (tt̄)
Dq(|Λ,Λ,(0)〉)

k+m+1 . (4.10)Por ejemplo, para los modelos de 
lases laterales SU(3)9/SU(2)10×U(1) ≡ (2, 9)CA 1
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on invariantes NΛ,Λ̄= C(2,9) yMλ,λ̄ = δλ,λ̄=A(1,10) obtenemos el polinomio
P(tt̄) = 1 + 3(tt̄)2 + 4(tt̄)3 + 3(tt̄)4 + (tt̄)6 D = 4 . (4.11)Además, si ambos N y M son diagonales, re
uperamos los resultados de [77℄.Para los invariantes serie, los polinomios pueden es
ribirse en forma 
ompa
ta paravalores arbitrarios de k. En el 
uadro 7.2 se dan ejemplos para CP1 y CP2. Los estados
on Q 6= Q̄ sólo apare
en 
uando N y M son ambos no diagonales. Estos modelosno admiten una des
rip
ión de Landau�Ginzburg. En el 
uadro 7.3 [88℄ listamos lospolinomios de Poin
aré para algunos de estos 
asos.Se puede ver que, aunque estamos 
onsiderando invariantes no diagonales para

SU(m), el 
ampo Cmax 
on 
arga Qmax = Q̄max = c/3 siempre está en la teoría, y porlo tanto el polinomio de Poin
aré posee la propiedad de dualidad [91, 86℄
P (

1

t
,
1

t̄
) = (tt̄)−cD/3 P (t, t̄) . (4.12)Algunas equivalen
ias entre modelos 
onM diagonal ya han sido listadas en la lite-ratura [76, 50, 94, 79℄. Las hemos re
on�rmado y agregamos las siguientes identidades(denotadas por ≡) entre los polinomios de Poin
aré 
orrespondientes a los modelos

(3, 8)DD ≡ (3, 8)DC ≡ (3, 8)DE ≡ (3, 8)CD ≡ (3, 8)CE ≡ (3, 8)ED ≡
(3, 8)EC ≡ (3, 8)EE ≡ (4, 5)DD2 ≡ (4, 5)DC ≡ (4, 5)CD2 ≡ (4, 5)EC

(2, 5)CF ≡ (2, 5)CA (2, 9)DE ≡ (2, 9)EE

(2, 9)CA ≡ (2, 9)CF ≡ (3, 4)CA (2, 9)CE ≡ (3, 4)CC

(2, 15)AE ≡ (3, 5)AA (2, 15)DE ≡ (3, 5)AD

(2, 21)CA ≡ (2, 21)CF (2, 27)DE ≡ (3, 6)D2A

(3, 8)D2E ≡ (4, 5)DA (3, 8)CC ≡ (4, 5)CC

(m, k)AX ≡ (m− 1, k + 1)XA (1, k−m+1
m

)Adonde X denota un invariante arbitrario.4.4. Constru

ión de 
uerdas D = 4Para obtener una teoría de 
uerdas a partir de estos modelos seguimos la gene-raliza
ión de Kazama y Suzuki a la 
onstru

ión de Gepner: 
ada se
tor (izquierdoy dere
ho) va a ser un produ
to de bosones y fermiones en el espa
iotiempo por el1Llamamos (m, k)NM al modelo de 
lases laterales SU(m+1)k/SU(m)k+1×U(1) 
on invariantes
N yM
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to de r 
ampos internos (de 
lase lateral) N = 2, tal que cint = 9. Para obtenersupersimetría N = 1 en el espa
iotiempo se realiza una proye

ión sobre estados 
on
arga Q (de U(1)) entera impar.Como ahora la nota
ión debe tener en 
uenta un número mayor de parámetros queen el 
aso de los modelos de Gepner, es 
onveniente modi�
ar un po
o la nota
ión.Como el se
tor interno se 
onstruye 
omo el produ
to tensorial de r modelos de
lases laterales CPm [54℄, los estados de la teoría interna 
ompleta están dados por
⊗r

i=1|Λi, λ̂i, qi, Λ̃i〉 . (4.13)Es útil denotar a 
ada estado en la teoría 
ompleta por un ve
tor
V = (Λ̃0; q1, · · · , qr; Λ̃1, · · · , Λ̃r) (4.14)donde Λ̃0 es un peso de SO(2). También introdu
imos el produ
to es
alar

V · V ′ =
r∑

i=0

Λ̃iΛ̃
′
i −

r∑

i=1

qiq
′
i

2ηi(ki +mi + 1)
(4.15)y los ve
tores

β0 = (s̄; η1, · · · , ηr; s1, · · · , sr)

βi = (v; 0, · · · , 0; 0, · · · , v, · · · , 0) (v en la posi
ión i-ésima) (4.16)donde ηi = 1
2
mi(mi + 1).La proye

ión de supersimetría y las 
ondi
iones de 
ontorno alineadas (RR yNSNS) se obtienen mediante

Q(V̄ ) = 2β0 · V̄ ∈ 2 Z + 1 (4.17)
2βi · V̄ ∈ 2 Z . (4.18)Para estados de NS, la 
ondi
ión (4.17) es lo mismo que tener 
arga interna Qint par.Para mantener la invarian
ia modular hay que in
luir los se
tores retor
idos. Esto se
onsigue 
on la 
ondi
ión

V = V̄ + sβ0 +

r∑

i=1

niβi (4.19)
on s, ni ∈ Z. Un estado dado es permitido 
uando ambos invariantes N y M sondistintos de 
ero, y su multipli
idad está dada por el produ
to de los 
oe�
ientes mo-dulares. La e
ua
ión (4.19) impli
a que, para los estados NSNS en el s-ésimo se
torretor
ido, la 
ondi
ión qi = q̄i debe reemplazarse por
qi − q̄i = 2sηi . (4.20)



4.4. CONSTRUCCIÓN DE CUERDAS D = 4 79Sin embargo, dado que el ve
tor de desplazamiento β0 tiene 
arga entera par (Q(β0) =

2), la rela
ión Qint − Q̄int ∈ Z sigue valiendo para cint ∈ 3Z.La 
onstru

ión heteróti
a se implementa reemplazando los fermiones espa
iotem-porales izquierdos por bosones libres internos 
on 
arga 
entral c = 24 para 
an
elar laanomalía bosóni
a. La invarian
ia modular de la teoría se debe al isomor�smo entre lasrepresenta
iones de SO(2) y el nuevo grupo de 
alibre E8 × SO(10) ante el grupo mo-dular. Con la proye

ión de supersimetría el grupo de 
alibre aumenta de E8×SO(10)a E8 ×E6.Los 
ampos de materia (antimateria) no masiva pertene
en a las representa
iones
27 (27) de E6, que se des
omponen en las de SO(10)× U(1) de la siguiente manera
27 = 101 + 16−1/2 + 1−2 (27 = 10−1 + 161/2 + 12). El número de genera
ionesquirales N27 (N27) puede obtenerse mirando el a
oplamiento de un es
alar de SO(2)en el se
tor izquierdo 
on un ve
tor de SO(10) en el se
tor dere
ho. La 
ondi
ión demasa 
ero impli
a que los 27 
orresponden a estados quirales 
on ∆int = Qint/2 = 1/2,
∆int = Qint/2 = 1/2 y los 27 
orresponden a estados antiquirales 
on ∆int = Qint/2 =

1/2, ∆int = −Qint/2 = 1/2. Alternativamente, un 
ontaje equivalente de los 27 puedeobtenerse 
onsiderando el es
alar del SO(10) dere
ho, i.e. estados 
on ∆int = Qint/2 =

1. El número neto de genera
iones está dado enton
es por Ngen = |N27 −N27|.Si la teoría interna 
orresponde a una 
ompa
ti�
a
ión en una variedad de Calabi�Yau, el número de 27 y 27 son los b1,1 y b1,2 respe
tivamente, donde bp,q es el númerode (p, q) formas armóni
as en la variedad. La 
ara
terísti
a de Euler es, para cint = 9,
χ =

3∑

p,q=0

(−1)p+qbp,q = 2(b1,1 − b1,2) . (4.21)Una forma de 
al
ular χ se basa en el 
ono
imiento de los polinomios de Poin
aré
onstruidos más arriba. Cada modelo de super
uerdas, 
on su se
tor interno 
ompuestopor el produ
to tensorial de modelos de 
lases laterales CPm, estará 
ara
terizado porsu polinomio de Poin
aré
P(t, t̄) =

r∏

i=1

Pi(t
D/Di, t̄ D/Di) , (4.22)donde Pi son los polinomios de Poin
aré para 
ada modelo de 
lases laterales, Di es elmenor entero positivo (en 
ada modelo) tal que DiQint ∈ Z y D es el mínimo múltiplo
omún de todos los Di.Sin embargo, este polinomio sólo 
uenta estados en el se
tor no retor
ido. Parain
luir los se
tores retor
idos debemos de�nir los �polinomios retor
idos� P(s)(t, t̄) =
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∏r

i=1P
(s)
i (tD/Di , t̄D/Di). Éstos se 
onstruyen sumando sobre los estados quirales izquier-dos y dere
hos, a
oplados de a
uerdo a los invariantes modulares, y satisfa
iendo la
ondi
ión (4.20),

P(s)
i =

∑

qi−q̄i=2sηi

tDQi t̄ DQ̄i . (4.23)El número de 27 y 27 se obtiene 
omo el 
oe�
iente de tD t̄D y tD t̄2D en
Psum =

D−1∑

s=0

P(s) . (4.24)Si sólo se está interesado en la 
ara
terísti
a de Euler, estas expresiones pueden
al
ularse empleando la fórmula derivada por Vafa [80℄ para los modelos de Landau�Ginzburg y extendida a teorías N = 2 super
onformes más generales por Buturovi
[77℄,
Ngen =

1

2D

D−1∑

r,s=0

Pr,s (4.25)donde
Pr,s = Tr

{
(−1)rc/3e2iπrJ0eiπ(Q−Q̄)

}∣∣∣
R

(s)
0

(4.26)y R(s)
0 es el estado fundamental de Ramond del s-ésimo se
tor retor
ido. La suma sobre

s in
luye todos los se
tores retor
idos y la suma sobre r proye
ta sobre Qint entera. Elfa
tor eiπ(Qint−Q̄int) tiene en 
uenta el término (−1)p+q de la e
ua
ión (4.21).Debido a la invarian
ia modular, es posible es
ribir la 
ontribu
ión de los se
toresretor
idos en términos del no retor
ido 
omo [80, 77℄ Pr,s = Pxr,s,0 
on xr,s el máximodivisor 
omún de r, s. El estado fundamental de Ramond R0 puede ser rela
ionado,mediante el �ujo espe
tral, 
on el anillo quiralR del se
tor de NS. Se sigue enton
es quela traza (4.26) sobre los estados fundamentales retor
idos de Ramond es el polinomiode Poin
aré de la teoría evaluado en valores parti
ulares de los parámetros t, t̄:
Px,0 = P(t = e2iπx/D+iπ/D; t̄ = e−iπ/D) . (4.27)Notar que, dado que estamos 
onsiderando invariantes modulares no diagonales,mantenemos el término eiπ(Q−Q̄) en el se
tor no retor
ido.Cuando 
onsideremos 
o
ientes por simetrías dis
retas, ne
esitaremos expresionesque rela
ionen los distintos se
tores retor
idos para 
ada teoría interna de 
lase lateral.Por esto rees
ribimos explí
itamente la e
ua
ión (4.25) en término de los polinomiosretor
idos

Ngen =
1

2D

D−1∑

r,s=0

r∏

i=1

P(s)
i (t = e2iπr/D+iπ/D, t̄ = e−iπ/D) . (4.28)



4.5. COCIENTES POR SIMETRÍAS DISCRETAS 814.5. Co
ientes por simetrías dis
retasComo es bien sabido [8, 89, 48℄, los modelos de 
lases laterales CPm poseen unasimetría Zk+m+1 que, si se divide por ella, puede redu
ir el número neto de genera
ionesde la 
orrespondiente 
ompa
ti�
a
ión de 
uerdas. Co
ientar por ZN es equivalente aintrodu
ir 
ondi
iones de 
ontorno retor
idas, las que se pueden in
luir en los 
orres-pondientes polinomios de Poin
aré 
omo dis
utiremos a 
ontinua
ión.En 2.8.1 vimos que los moddings están 
ara
terizados por un ve
tor Γ. Para lageneraliza
ión a los modelos de Kazama�Suzuki 
onviene de�nir un ve
tor similar dela siguiente manera
Γ = (0; γ1η1, · · · , γrηr; 0, · · · ; 0) (4.29)donde los γi son enteros que satisfa
en

2β0 · Γ = −
r∑

i=1

γiηi

ki +mi + 1
∈ Z . (4.30)Los estados de los se
tores retor
idos satisfa
en

V = V̄ + sβ0 +
r∑

i=1

niβi + 2xΓ (4.31)y la proye

ión GSO generalizada sobre estados 
on Qint entera está dada ahora porlas 
ondi
iones [89℄
Q(V̄ ) = 2β0 · V̄ ∈ 2Z + 1 (4.32)

2βi · V̄ ∈ 2Z (4.33)
−Γ · (2V̄ + 2xΓ) ∈ Z . (4.34)Una fun
ión de parti
ión invariante modular se 
onstruye sumando sobre todos losse
tores retor
idos e implementando la proye

ión anterior. Re
ordando que sólo sea
oplan los estados permitidos por los invariantes N y M (
on sus 
orrespondientesmultipli
idades), y de�niendo

Z(s, ni, x; r,mi, y) = (4.35)
=

∑

V

(−1)s+re−2iπV (rβ0+
P

i miβi) e−2iπyΓ(2V +2xΓ) χV χ
∗
V +sβ0+

P

i niβi+2xΓla fun
ión de parti
ión está dada por
Z =

1

Dr+1M

D−1∑

r,s,ni,mi

M−1∑

x,y=0

Z(s, ni, x; r,mi, y) . (4.36)



82 CAPÍTULO 4. MODELOS CPM NO DIAGONALESLa suma sobre y implementa la 
ondi
ión (4.34) y la suma sobre x es tal queestán in
luidos todos los se
tores retor
idos por Γ. Por lo tanto, ambas sumas debenha
erse desde 0 hasta M − 1, donde M es el menor entero positivo tal que Mγi =

I mod (ki +mi + 1) ∀i, donde I es un entero positivo.El 
ál
ulo de la 
ara
terísti
a de Euler para la variedad 
ompa
ti�
ada aso
iadapuede llevarse a 
abo 
ono
iendo los polinomios de Poin
aré retor
idos. Para generali-zar (4.26) in
luyendo los moddings, introdu
imos la fun
ión
Pr,y;s,x = Tr

{
(−1)rc/3eiπ(Q−Q̄)e2iπrJ0e2iπy

P

i γi(qi+q̄i)/2(ki+mi+1)
}

R
(s,x)
0

(4.37)donde R(s,x)
0 se re�ere al estado fundamental de Ramond tal que

V − V̄ = 2sβ0 + 2xΓ . (4.38)La e
ua
ión (4.37) puede fa
torizarse así
Pr,y;s,x =

∏

i

(Pi)r,y;s,x = (4.39)
= Tr

{
∏

i

[
(−1)rci/3eiπ(Qi−Q̄i)e2iπrJ0ie2iπyγi(qi+q̄i)/2(ki+mi+1)

]

R0
(s,x)
i

}donde R0
(s,x)
i 
onsiste de los estados que satisfa
en la 
ondi
ión

(qi − q̄i) = 2ηi(s+ xγi) . (4.40)Esta 
ondi
ión nos permite reemplazar qi+q̄i por 2qi−2ηi(s+xγi) en la e
ua
ión (4.39).En 
onse
uen
ia, es posible reemplazar qi/(ki +mi + 1) por Qi. Más aún, (Pi)r,y;s,x =

(Pi)r,y;s+xγi,0
.El número de genera
iones quirales está dado por

Ngen =
1

2MD

D−1∑

r,s=0

M−1∑

x,y=0

Pr,y;s,x . (4.41)De nuevo, Pr,y;s,x puede es
ribirse en términos de produ
tos de polinomios de Poin
aréretor
idos así
Pr,y;s,x =

r∏

i=1

(Pi)r,y;s,x = (4.42)
=

r∏

i=1

e−2iπyγ2
i xηi/(ki+mi+1)P(s+xγi)

i (t = e2iπr/D+iπ/D+2iπyγi/D; t̄ = e−iπ/D) .



Capítulo 5
Permuta
iones 
í
li
as en modelos de
uerdas de Kazama�Suzuki
5.1. Introdu

iónEn los 
apítulos anteriores vimos que 
o
ientando por simetrías dis
retas es posible
onstruir nuevas teorías invariantes modulares En parti
ular 
uando dos ó más teoríasinternas son iguales, apare
en las simetrías de permuta
ión. De he
ho, el primer modelode 
uerdas (2, 2) 
on tres genera
iones (hallado por Gepner [60℄) se obtiene 
o
ientandopor una simetría de fase Z3 y una simetría de permuta
ión. Un estudio sistemáti
o delas simetrías de permuta
ión en los modelos de Gepner fue realizado en [49, 50℄ (vertambién [89℄), donde se introdujo un método interesante para 
al
ular el espe
tro nomasivo de las teorías orbifoldizadas.Se pueden 
onstruir va
íos de 
uerda supersimétri
a orbifoldizando modelos deLandau�Ginzburg (LG) [74, 90, 91℄. Una 
lasi�
a
ión 
ompleta de los superpoten
ialesde LG a partir de los 
uales se pueden 
onstruir modelos de 
uerdas (2, 2), in
luyendopermuta
iones de fa
tores idénti
os, fue he
ha en [92℄. Cuando el superpoten
ial de LGdes
ribe un modelo de Gepner ambos métodos dan el mismo número de genera
ionesde E6. Sin embargo, en el 
aso de los modelos de LG, el anillo quiral 
ara
teriza 
omple-tamente la teoría, mientras que el método introdu
ido en [49, 50℄ requiere 
onsiderartambién los estados no quirales y permite extraer más informa
ión (por ejemplo, lafun
ión de parti
ión de la teoría permutada puede es
ribirse explí
itamente).En esta se

ión estudiamos las simetrías por permuta
iones 
í
li
as de modelos de
uerdas en 
uatro dimensiones 
onstruidas a partir de modelos de 
lases lateralesN = 2super
onformes más generales. En la se

ión 5.2 repasamos la 
onstru

ión de modelos83
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o
ientados por simetrías abelianas [80, 93, 92℄ y apli
amos estos métodos al
ál
ulo del número de genera
iones de E6 de modelos de 
uerdas 
onstruidos a partir delprodu
to tensorial de modelos de 
lases laterales del tipo CPm = SU(m+1)/SU(m)×
U(1). Extendemos luego el método de las referen
ias [49, 50℄ para in
luir invariantesmodulares no diagonales que no admiten una des
rip
ión de LG.Aunque los pasos bási
os siguen a [49, 50℄, el 
ál
ulo 
on
reto demanda un estudio
uidadoso de 
ada teoría 
omponente. Se 
ono
e una fórmula 
errada para los 
amposquirales (antiquirales), pero se ne
esita ha
er un 
ál
ulo 
aso por 
aso para los demás
ampos. En la se

ión 5.3 resumimos el método general de las referen
ias [49, 50℄ yremar
amos las parti
ularidades para los modelos de 
lases laterales CPm. Ilustramosel pro
edimiento 
o
ientando por simetrías de permuta
ión 
í
li
a de M teorías (
on
M primo) 
on dos ejemplos. El 
aso parti
ular M = 2 es analizado en la se

ión 5.4.Algunos pasos útiles de la 
onstru

ión explí
ita de los 
ara
teres para los modelos de
lases laterales N = 2 es des
ripta brevemente en 7.6 (usando 
omo ejemplo CP2).5.2. Permuta
iones 
í
li
as en modelos de Landau Ginz-burgCuando se 
onsideran modelos de 
lases laterales CPm 
on invariantes modularesno diagonales, se puede simpli�
ar el 
ál
ulo de las genera
iones de fermiones quiralesaprove
hando la rela
ión que tienen 
on los modelos LG N = 2. Las expresiones bási
asde la des
rip
ión de LG de teoría N = 2 super
onformes pueden verse en [74, 90,91℄. Aquí nos 
on
entraremos en el 
ál
ulo del número de genera
iones quirales en el
orrespondiente va
ío de super
uerda.La a

ión de LG en el superespa
io es

S =

(∫
d2zd4θ K(φi, φ̄i)

)
+

(∫
d2zd2θ W (φi) + c.c.

)
. (5.1)El superpoten
ial W es holomorfo en los 
ampos quirales φi y, en el punto �jo delas traye
torias del grupo de renormaliza
ión, de�ne una teoría super
onforme 
onpoten
ial 
uasihomogéneo

W (λniφi) = λDW (φi) . (5.2)Para des
ribir un va
ío de 
uerdasN = 2 a partir de una teoría de LG, se deben imponerlas 
ondi
iones GSO sobre los estados internos de 
arga entera. Esto 
orresponde a
onsiderar un orbifold por el grupo de simetría dis
reta que transforma los 
ampos así
Φi → e2πini/DΦi (5.3)



5.2. LANDAU GINZBURG 85donde ni son los pesos y D es el orden del superpoten
ial.El número de genera
iones fermióni
as 
ontenidas en esta teoría se puede 
al
ular
on la siguiente fórmula derivada en [80, 93℄,
Ngen = − 1

2D

D−1∑

p,s=0

(−)( c
3
−r)(p+s+ps)

∏

pQi,sQi∈Z

ni −D
ni

(5.4)donde el produ
to se toma sobre todos los ni tales que pQi ∈ Z y sQi ∈ Z simultánea-mente.En general, los modelos de LG poseen un grupo de simetrías dis
retas más grandeque el generado por (5.3). Estos modelos han sido 
lasi�
ados en [92℄ donde se 
ons-truyen va
íos de 
uerdas 
omo orbifolds por simetrías abelianas dis
retas. En una baseen la que todos los elementos del grupo de simetría a
túan en forma diagonal sobre los
ampos, es posible 
ara
terizar 
ada elemento g de un grupo 
í
li
o G por el orden de
g y por un ve
tor de r 
omponentes enteras γ = (γ1, · · · , γr)

g : φi → e2πiΘg
i φi = e2πiγi/Mφi . (5.5)Cuando det(g) = 1 ∀g ∈ G, el orbifold del modelo de LG es (2, 2) supersimétri
o y tieneuna interpreta
ión 
omo variedad de Calabi�Yau o 
omo un orbifold de un Calabi�Yau.El número de genera
iones de una teoría orbifoldizada por n grupos 
í
li
os 
ara
-terizados por γ(1), · · · , γ(n) es [93℄

Ngen = − 1

2
∏n

i=0Mi

Mi−1∑

pi,si=0

∏

j/
P

i piγ
(i)
j /Mi∈Z

P

i siγ
(i)
j /Mi∈Z

(
1− D

nj

) (5.6)
donde M0 = D, p0 = p, s0 = s y g(0) = (n1, · · · , nr). Esta expresión no in
luye torsióndis
reta y es válida para ( c

3
−r) par. Puede agregarse un 
ampo trivial si esta 
ondi
iónno se satisfa
e, a saber W ′ = W + φ2

t .Para 
o
ientar por una simetría dis
reta usando este formalismo, notar que si unpoten
ial genéri
o W tiene una simetría de permuta
ión 
í
li
a de M 
ampos (Mprimo), a saber
W (φ0, · · · , φM−1) = W (φM−1, φ0, · · · , φM−2) (5.7)es posible realizar el siguiente 
ambio de variables

ψj =
1√
N

M−1∑

k=0

e−2πikj/Mφk (5.8)



86 CAPÍTULO 5. PERMUTACIONES CÍCLICASque transforma la simetría de permuta
ión de los 
ampos φk en una simetría de fasede ψk (dado que φk → φk+1 impli
a ψj → e2πij/Mψj). Notar que φk y ψk tienen elmismo peso, por lo que el orbifold por β0 no es modi�
ado por el 
ambio de variables.El número de genera
iones de la teoría puede 
al
ularse enton
es 
on la e
ua
ión (5.6)eligiendo γ0 = (n, · · · , n, nM , · · · , nr) y γ(1) = (0, 1, 2, · · · ,M − 1, 0, · · · , 0) de orden M .Que M sea primo impli
a
det(g) = e2πi

PM−1
j=0

j
M = 1 . (5.9)Notar que no es ne
esario 
ono
er el superpoten
ial explí
itamente para 
al
ular Ngenen la teoría 
o
ientada. Al
anza 
on 
ono
er los pesos y el orden de W .Apli
ando este pro
edimiento a todos los modelos de Gepner N = 2 hemos reob-tenido los resultados de [50℄. El mismo tipo de 
ál
ulo fue realizado para los modelosde Kazama�Suzuki que pueden ser des
riptos por un superpoten
ial de LG. Éstos sonlos modelos diagonales (m, k)AA (los subíndi
es denotan los invariantes modulares NyM respe
tivamente) los que tienen [73, 91℄

W =
∑

j1+2j2+···+mjm=k+m+1

An1···nmφ
j1
1 · · ·φjm

m (5.10)donde los 
oe�
ientes An1···nm son tales que 
ada φi tiene peso j.Los resultados están listados en el 
uadro 5.1 donde los superpoten
iales 
orrespon-dientes son denotados por D, (n1, · · · , nr) y las permuta
iones 
í
li
as 
onsideradas sepueden dedu
ir de los ve
tores γ. No hemos in
luido modelos que se sabe son equivalen-tes a nivel del se
tor quiral, porque 
laramente darán resultados idénti
os. Notar quela e
ua
ión (5.6) permite realizar por separado la suma sobre los pi's se
tor por se
tor.Sin embargo, para los modelos que no son de LG, se debe bus
ar otro método. Enlas se

iones siguientes des
ribiremos tal método, donde también enfatizaremos otrosresultados de esta formula
ión.



5.3. MODELOS CPM 87Cuadro 5.1:Número de genera
iones en modelos CPm 
o
ientados por permuta
iones 
í
li
asModelo D, (n1, · · · , nr) M, γ Ngen

(2, 3)AA × (2, 3)AA × (2, 3)AA 6,(1,2,1,2,1,2) 3,(0,0,1,1,2,2) 36
(2, 3)AA × (2, 3)AA × (2, 3)AA 6,(1,2,1,2,1,2) 2,(0,0,1,1,0,0) 54
(4, 5)AA × 1A × 1A × 1A 30,(3,6,9,12,10,10,10) 3,(0,0,0,0,0,1,2) 0
(3, 4)AA × 1A × 1A × 1A × 2A 24,(3,6,9,8,8,8,6) 3,(0,0,0,0,1,2,0) 0
(3, 3)AA × 1A × 1A × 1A × 5A 21,(3,6,9,7,7,7,3) 3,(0,0,0,0,1,2,0) 0
(3, 4)AA × 2A × 2A × 2A 8,(1,2,3,2,2,2) 3,(0,0,0,0,1,2) 40
(3, 4)AA × 6D × 6D 8,(1,2,3,2,3,2,3) 2,(0,0,0,0,0,1,1) 40
(3, 3)AA × 12D × 12D 7,(1,2,3,1,3,1,3) 2,(0,0,0,0,0,1,1) 56
(2, 4)AA × (2, 4)AA × 5A 7,(1,2,1,2,1) 2,(0,0,1,1,0) 51
(2, 6)AA × (2, 6)AA × 1A 9,(1,2,1,2,3) 2,(0,0,1,1,0) 42
(2, 6)AA × 1A × 1A × 1A × 1A × 1A 9,(1,2,3,3,3,3,3) 3,(0,0,0,1,2,0,0) 60
(2, 6)AA × 1A × 1A × 1A × 1A × 1A 9,(1,2,3,3,3,3,3) 5,(0,0,0,1,2,3,4) 12
(2, 6)AA × 1A × 1A × 1A × 1A × 1A 9,(1,2,3,3,3,3,3) 2,(0,0,0,1,0,1,0) 48
(2, 6)AA × 1A × 1A × 1A × 4A 18,(2,4,6,6,6,3) 3,(0,0,0,1,2,0) 60
(2, 4)AA × 1A × 1A × 1A × 12A 42,(6,12,14,14,14,3) 3,(0,0,0,1,2,0) 0
(2, 6)AA × 1A × 1A × 2A × 2A 36,(4,8,6,15,6,15) 2,(0,0,0,0,1,1) 0
(2, 4)AA × 26D × 26D 28,(4,8,2,13,2,13) 2,(0,0,0,0,1,1) 1025.3. Permuta
iones 
í
li
as en modelos de 
lases late-rales CPmEn esta se

ión adaptaremos lo he
ho en 2.8.3 para el 
aso de modelos de 
laseslaterales CPm. Notar que pasaremos de la nota
ión de 2.8.3 a la de la se

ión 4.5.En resumen,(4.32), (4.33) y (4.34) seguirán siendo válidas en el se
tor retor
ido side�nimos el nuevo ve
tor de 1 + 2(r −M + 1) 
omponentes 
omo

V = (Λ̃0; q1, qM+1, · · · , qr; Λ̃1, Λ̃M+1, · · · , Λ̃r)

β0 = (s̄;Mη1, ηM+1, · · · , ηr; s1, sM+1, · · · , sr) (5.11)
βi = (v; 0, · · · , 0; 0, · · · , v, · · · , 0)



88 CAPÍTULO 5. PERMUTACIONES CÍCLICASy similarmente para el ve
tor de fases
Γ = (0;Mγ1η1, γM+1ηM+1, · · · , γrηr; 0, · · · , 0) (5.12)donde las M teorías idénti
as originales fueron reemplazadas por sólo una en el primerbloque.La e
ua
ión (4.31) ahora signi�
a que los estados izquierdos NS pueden a
oplarsea los dere
hos si

q1 − q̄1 = m1(m1 + 1)M(s + xγ1) mod m1(m1 + 1)M(k1 +m1 + 1) (5.13)
qi − q̄i = mi(mi + 1)(s+ xγi) mod mi(mi + 1)(ki +mi + 1) (5.14)para i = M + 1, · · · , r.De la misma manera que se 
omentó en la página 56, es ne
esario tener 
uidado 
onlas identi�
a
iones de 
ampos en la teoría 
o
ientada. En la nueva teoría, expresada entérminos de un sólo bloque original, el orden de la órbita bajo σ ha sido aumentado a

M(m1+1)m1. Una indi
a
ión de esto es que si 
al
ulamos el peso 
onforme h en (2.191)usando sólo los estados (4.4) transformados por σ, los pesos en el se
tor retor
ido (4.31)estarán en hnueva + Z sólo después de apli
ar Mm1(m1 + 1) ve
es la transforma
ión
σ [83℄.Los estados no masivos de materia (antimateria) quiral�quiral (quiral�antiquiral)satisfa
en hint = Qint/2 y h̄int = Q̄int/2 (h̄int = −Q̄int/2). Los estados quirales (anti-quirales) del produ
to tensorial de modelos se obtienen 
omo produ
tos de los estadosquirales (antiquirales) de 
ada 
lase lateral. Similarmente para la nueva teoría, losestados quirales tienen hnueva = Qnueva/2 = Q/2.Apli
aremos ahora el método ya dis
utido para 
o
ientar por la permuta
ión 
í
li
adeM = 3 bloques en la teorías (2, 1)4

AA (cint = 6) y (2, 2)3
AA3A (cint = 9), y 
al
ularemosel espe
tro quiral no masivo en ambos 
asos (56, 27 y 2̄7 de E6 respe
tivamente). Lasteorías permutadas las pondremos entre 
or
hetes i.e. {(2, 1)3

AA}(2, 1)AA y {(2, 2)3
AA}3Arespe
tivamente.De a
uerdo a la nota
ión de la se

ión 4.2, en una teoría genéri
a (2, k)

Λ = m1w1 +m2w2 (5.15)
λ = nŵ1 +

q

2
w2 (5.16)por lo que un estado de la 
lase lateral puede es
ribirse 
omo (m1, m2)(n, q)s (
on

s = 0, 2, 1,−1 
orrespondiendo a 0, v, s, s̄). Las restri

iones C(Λ, λ) son, para el se
tor
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m1 + 2m2 − q = 0 mod 3

4m1 + 2m2 − q − 3n = 0 mod 6(
on m1 +m2 ≤ k y q ≡ q +m(m+ 1)(k +m+ 1)) y los pesos y 
argas son
h =

1

12(k +m+ 1)
[4m2

1+4m2
2+4m1m2+12m1+12m2−3n(n+2)−q2]+

s2

8
+L (5.17)

Q =
−q

k +m+ 1
+
s

2
+ 2L′ . (5.18)Consideremos la 
lase lateral (2, 1)AA. En este 
aso, para M = 3, las 
ondi
ionesanteriores dan lugar a seis estados de peso máximo, a saber

estado # (m1, m2) n q s h Q hnuevo

1 (0, 0) 0 0 0 0 0 1
6

2 (0, 1) 0 2 0 1
4

−1
2

1
4

3 (1, 0) 0 −2 0 1
4

1
2

1
4

4 (1, 0) 1 1 0 1
8

−1
4

5
24

5 (0, 1) 1 −1 0 1
8

1
4

5
24

6 (1, 0) 0 4 2 1
2

+ L 2L′ 1+L
3y sus 
orrespondientes estados transformados por σ (4.4). Notar que los enteros L,L′que apare
en en (5.17) y (5.18) sólo son des
ono
idos para el sexto estado, dado quees el úni
o que no es quiral ni antiquiral. Para 
al
ularlos exa
tamente miramos la ex-presión del 
ará
ter 
orrespondiente (ver apéndi
e 7.6) expresado 
omo una expansiónen poten
ias de x = e2iπτ e y = e2iπz. (Notar que basta 
ono
er el 
oe�
iente no nulopara la menor poten
ia de x e y respe
tivamente).Los primeros términos del 
ará
ter para este estado son

χ
(1,0)
(0,4) = x1/2y0[1 + (y + y−1)x1/2 + 2x+ (y + y−1)x3/2 + 4x2 · · ·] . (5.19)Por lo tanto, h = 1/2 y Q = 0. La siguiente poten
ia de x es mayor en 1/2. Esto re�ejael he
ho general de que el álgebra super
onforme N = 2 original puede separarse ensubálgebras 
onstruidas apli
ando un número par o impar de ve
es las 
orrientes G±

−1/2al estado primario original (ver [8℄). Los estados obtenidos a partir del primario poruna de estas subálgebras están denotadas 
on s = 0, y la otra 
on s = 2. Dado quela transforma
ión σ inter
ambia s = 0 y s = 2, es posible que un estado primariotenga s = 2 
omo más arriba (notar que el estado ((1,0)(0,4)2) está identi�
ado 
on
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a
ión de nuestros 
ál
ulos se puede ver que los otros
ampos en la órbita por σ produ
en el mismo 
ará
ter.Notar que, en el 
aso que estamos 
onsiderando, los enteros L y L′ podrían habersido adivinados suponiendo que se veri�
a la rela
ión de dualidad (válida después dela identi�
a
ión de 
ampos) (m, k) = (k,m) [54℄, de modo que (2, 1)AA 
orrespondeal bien 
ono
ido modelo minimal 2A. Hemos veri�
ado explí
itamente esta rela
ión
omparando los 
ara
teres de los dos modelos para varias poten
ias de x e y.Veamos ahora qué o
urre 
on las permuta
iones 
í
li
as. Queremos 
al
ular el nú-mero de estados quiral�quiral y quiral�antiquiral en la teoría proye
tada. De (2.191)y (2.192) se ve que los estados quirales (antiquirales) en el se
tor retor
ido vienen deestados en las órbitas por σ de
estado # ((m1, m2)(n, q)s) h Q hnuevo

2 ((0, 1)(0, 2)0) 1
4

−1
2

1
4

3 ((1, 0)(0,−2)0) 1
4

1
2

1
4

7 G+
−1/2((1, 0)(0, 4)2) 1 1 1

2

8 G−
−1/2((1, 0)(0, 4)2) 1 −1 1

2

9 G−
−1/2((0, 1)(1,−1)0) 5

8
−3
4

3
8

10 G+
−1/2((1, 0)(1, 1)0) 5

8
3
4

3
8Pegando los estados quirales de la 
uarta teoría (2, 1)AA (i.e. la teoría no permuta-da) y a
oplando los modos dere
hos e izquierdos de a
uerdo a (4.32), (4.33) y (4.34)obtenemos los siguientes estados quiral�quiral en el se
tor retor
ido

{7} 1 − {7} 1

{10} 5 − {10} 5

{3} 3 − {3} 3

{7} 1 − σ6({3}) σ2(3)

{10} 5 − σ9({10}) σ3(5)

{3} 3 − σ12({7}) σ4(1)donde los números denotan el estado # en el 
uadro anterior.Agregando los estados del se
tor no retor
ido �nalmente obtenemos un total de 20estados. Esto 
oin
ide 
on el resultado de [50℄ para el modelo {2A}32A, 
omo era deesperar.Dis
utamos ahora el segundo ejemplo {(2, 2)3
AA}3A. Se sabe que el modelo de 
laselateral (2, 2)AA y el modelo minimal 8D tienen el mismo espe
tro [94, 75, 96℄, por loque sus polinomios de Poin
aré 
oin
iden. Sin embargo las teorías 
onformes totales



5.3. MODELOS CPM 91son diferentes, la teoría 8D tiene 25 estados primarios del álgebra de Virasoro mien-tras que (2, 2)AA tiene 20. Por ejemplo, los primarios 
on (l, q, s) y (l,−q, s) iguales a(6,4,0), (6,2,0), (6,0,0), (8,4,0) y (8,0,0) son estados de 8D, pero no hay estados 
onlos 
orrespondientes 
argas y pesos en (2, 2)AA. Notar que los estados 
on l = 4 tienenmultipli
idad 2 debido al invariante modular. Por otro lado, los 
ara
teres de algunosde los estados quirales primarios son diferentes en 8D y en (2, 2)AA (para el mismo peso
onforme). Por ejemplo el 
ará
ter de la identidad en 8D es
χ0,0 = 1 + x+ 3x2 + 6x3 + x4(13 + y2 + y−2) + x3/2(y + y−1) +

+2x5/2(y + y−1) + 5x7/2(y + y−1) + ... (5.20)mientras que en (2, 2)AA es
χ0,0

0,0 = 1 + x+ 4x2 + 8x3 + x4[19 + 2(y−2 + y2)] + x3/2(y−1 + y) +

+3x5/2(y−1 + y) + 7x7/2(y−1 + y) + ... (5.21)indi
ando que ambos 
ampos transforman de distinto modo bajo el álgebra 
onforme.Los estados que no son quirales ni antiquirales pueden 
ontribuir a los estados quiralesretor
idos en la teoría nueva (ver (2.191), (2.192)) y, 
omo estos estados no son losmismos para ambas teorías, se puede esperar que el número de estados en los se
toresretor
idos di�eran. Sin embargo, este no es el 
aso en estos dos modelos que estamosdis
utiendo.Los nuevos estados quirales (antiquirales) en el se
tor retor
ido son
estado h Q hnuevo

(2, 0)(0,±4)0 2
5

∓4
5

2
5

G±
−1/2((0, 1)(1, 5)2) 7

10
± 1 1

2Pegando los estados quirales (antiquirales) de 3A de manera que los pesos y 
argastotales sumen 1/2 y 1 (-1), obtenemos 4 estados en el se
tor retor
ido de 27 y tambiénpara 27. El mismo número de estados retor
idos fue obtenido en [50℄ para el modelo
{83

D}3A. Esta 
oin
iden
ia no era de esperar a priori, dado que el largo de las σ-órbitasde ambas teorías es diferente. Sin embargo, dado que los modos izquierdos y dere
hostienen que a
oplarse en el modelo (2, 2)AA de a
uerdo a los invariantes modulares NΛ,Λ̄yMλ,λ̄, sólo 3 estados en la 
adena por σ pueden 
ontribuir poten
ialmente al se
torretor
ido en forma similar al 
aso de 8D.En el ejemplo bajo dis
usión los resultados equivalentes para ambas teorías puedenexpli
arse notando que, aún si los 
ampos de ambas teorías transforman de distinto
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ión de los generadores 
onformes, las fun
iones de parti
ión resultanser iguales. De he
ho hemos veri�
ado explí
itamente que algunos de los 
ara
teres de
(2, 2)AA son suma de 
ara
teres de 8D, y que lo son de manera que las fun
ionesde parti
ión de ambos modelos 
oin
idan. Los demás 
ara
teres de los modelos 8D y
(2, 2)AA son iguales uno a uno (por lo que los 
orrespondientes estados transforman dela misma manera bajo el grupo 
onforme).5.4. Permuta
iones Z2Como se dis
ute en [50℄, es ne
esario tener 
uidado 
uando se permuta un par debloques. Dado que los estados 
on s = 2 (s̄ = 2) pueden obtenerse a
tuando 
on
G±

−1/2 (Ḡ±
−1/2) sobre los 
orrespondientes estados 
on s = 0 (s̄ = 0), permutar un parde estados que tengan ambos uno de estos operadores fermióni
os introdu
e un signomenos del que resulta la 
an
ela
ión del estado simetrizado. Por supuesto este signono apare
e si se 
onsidera un número de permuta
iones de dos teorías, la 
an
ela
iónno o
urre y (2.185) es apli
able dire
tamente.Los se
tores retor
idos, 
omo se muestra en [50℄, deben ser 
onstruidos en el se
torR de la teoría original en el 
aso de permuta
iones Z2.Como un ejemplo estudiamos las permuta
iones M = 2 en (2, 1)4. Consideremosprimero las permuta
iones de dos bloques, i.e. {(2, 1)2}{(2, 1)2}. Apli
ando el desplaza-miento β0 del �ujo espe
tral a los estados NS obtenemos el siguiente 
uadro de estadosde R

estado h hnuevo Q

(0, 0)(0, 3)1 1/16 1/8 1/4

(0, 1)(0, 5)1 1/16 1/8 −1/4

(1, 0)(0, 1)1 9/16 3/8 3/4

(1, 0)(1, 4)1 1/16 1/8 0

(0, 1)(1, 2)1 5/16 1/4 1/2

(1, 0)(0, 7)− 1 9/16 3/8 1/4A
oplando los modos dere
hos e izquierdos de a
uerdo a (5.13) obtenemos los si-guientes estados quiral�quiral en el se
tor retor
ido
{(0, 0)(0, 3)1} {(1, 0)(0, 1)1} − {(0, 0)(0, 3)1} {(1, 0)(0, 1)1}
{(0, 0)(0, 3)1} {(1, 0)(0, 1)1} − σ6{(0, 0)(0, 3)1} σ6{(1, 0)(0, 1)1}
{(1, 0)(0, 1)1} {(0, 0)(0, 3)1} − {(1, 0)(0, 1)1} {(0, 0)(0, 3)1}
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{(1, 0)(0, 1)1} {(0, 0)(0, 3)1} − σ6{(1, 0)(0, 1)1} σ6{(0, 0)(0, 3)1}
{(0, 1)(1, 2)1} {(0, 1)(1, 2)1} − {(0, 1)(1, 2)1} {(0, 1)(1, 2)1}
{(0, 1)(1, 2)1} {(0, 1)(1, 2)1} − σ3{(0, 1)(1, 2)1} σ3{(0, 1)(1, 2)1}
{(0, 1)(1, 2)1} {(0, 1)(1, 2)1} − σ6{(0, 1)(1, 2)1} σ6{(0, 1)(1, 2)1}
{(0, 1)(1, 2)1} {(0, 1)(1, 2)1} − σ9{(0, 1)(1, 2)1} σ9{(0, 1)(1, 2)1}I.e., un total de o
ho estados retor
idos. Dado que este modelo tiene 
uatro estadosinvariantes, apli
ar (2.185) da lugar a 20 estados quiral�quiral, lo que es 
onsistente
on un modelo 
on cint = 6.Consideremos ahora el 
aso {(2, 1)2} (2, 1)2, i.e. permuta
iones de sólo un par debloques. Tenemos que 
ombinar los estados R de la teoría �nueva� 
on los estados NS delas dos teorías sin permutar. De nuevo obtenemos o
ho estados en el se
tor retor
ido.Estos son

{(0, 0)(0, 3)1}((0, 1)(1,−1)0)((1, 0)(0,−2)0)−{(0, 0)(0, 3)1}((0, 1)(1,−1)0)((1, 0)(0,−2)0)

{(0, 0)(0, 3)1}((1, 0)(0,−2)0)((0, 1)(1,−1)0)−{(0, 0)(0, 3)1}((1, 0)(0,−2)0)((0, 1)(1,−1)0)

{(1, 0)(0, 1)1}((0, 1)(1,−1)0)((0, 0)(0, 0)0)−{(1, 0)(0, 1)1}((0, 1)(1,−1)0)((0, 0)(0, 0)0)

{(1, 0)(0, 1)1}((0, 0)(0, 0)0)((0, 1)(1,−1)0)−{(1, 0)(0, 1)1}((0, 0)(0, 0)0)((0, 1)(1,−1)0)

{(0, 1)(1, 2)1}((0, 1)(1,−1)0)((0, 1)(1,−1)0)−{(0, 1)(1, 2)1}((0, 1)(1,−1)0)((0, 1)(1,−1)0)

{(0, 1)(1, 2)1}((0, 0)(0, 0)0)((1, 0)(0,−2)0)−{(0, 1)(1, 2)1}((0, 0)(0, 0)0)((1, 0)(0,−2)0)

{(0, 1)(1, 2)1}((1, 0)(0,−2)0)((0, 0)(0, 0)0)−{(0, 1)(1, 2)1}((1, 0)(0,−2)0)((0, 0)(0, 0)0)

{(0, 1)(1, 2)1}((0, 1)(1,−1)0)((0, 1)(1,−1)0)−σ6{(0, 1)(1, 2)1}σ3((0, 1)(1,−1)0)σ3((0, 1)(1,−1)0)Para obtener el número total de estados en la representa
ión 56 de E6 tenemos quetener en 
uenta que hay un estado en la teoría original que se 
an
ela al ser simetrizado.Esto da de nuevo N56=20 
omo era de esperar.Comparando este ejemplo 
on el 
aso equivalente de Gepner, a saber {22
A} 22

A,apare
e una diferen
ia. En [50℄ se usa la presen
ia de la (3, 0)-forma a
oplada 
on laidentidad 
omo un 
riterio para determinar si es posible ha
er una permuta
ión Z2. Enel 
aso presente el estado
(0, 0, 0) (0, 0, 0) − (0,−2,−2) (0,−2,−2) (5.22)se 
an
ela en la 
ombina
ión simetrizada y por lo tanto no es parte del espe
tro. Notarque si se agregan un par de teorías triviales (i.e. 
on k = 0), la (3, 0)-forma a
opladaa la identidad no se 
an
elaría al simetrizar. Sin embargo, en el 
aso equivalente deKazama�Suzuki, i.e. {(2, 1)2} (2, 1)2 la (3, 0)-forma es el estado (0, 0)(0,−6)0. Por lotanto, al a
oplarlo 
on la identidad, no se 
an
ela al simetrizar. Este será el 
aso paratodos los modelos de 
lases laterales 
on m par.
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Capítulo 6
Con
lusiones y perspe
tivas

La motiva
ión general del trabajo presentado ha sido la de abordar la 
onstru

iónde modelos de 
uerdas 
uando la variedad interna es una variedad de tipo esen
ialmenteno toroidal. Las variedades tipo toroidales (donde in
luimos los orbifolios) son de graninterés, espe
ialmente por su dire
ta interpreta
ión geométri
a y por su simpli
idad,pero 
onstituyen sólo un 
onjunto redu
ido dentro del ri
o 
onjunto de las posiblesvariedades donde puede 
ompa
ti�
arse la teoría de 
uerdas. Es enton
es ne
esario irmás allá de éstas si se quiere tener una visión más 
ompleta sobre la estru
tura de lateoría.Más espe
í�
amente, basados en las ideas introdu
idas por D. Gepner en [8℄, hemos
onsiderado el 
aso de variedades internas que pueden ser des
riptas en forma algebrai
aen términos de teorías 
onformes exa
tamente solubles. En esta tesis hemos abordadoel estudio de 
ompa
ti�
a
iones de la 
uerda heteróti
a E8 × E8 y de orientifolios dela 
uerda Tipo IIB sobre variedades internas de este tipo.En el 
aso heteróti
o, 
omo resumimos abajo 
on más detalle, hemos 
onsideradovariedades 
onstruidas en base a teorías super
onformes de 
lases laterales tipo CPmgeneralizando 
ompa
ti�
a
iones sobre modelos minimales CP1 (llamados de Gepner).Para la 
uerda tipo IIB nos hemos 
on
entrado en 
ompa
ti�
a
iones sobre modelosde Gepner.Si bien nuestro primer estudio se ha referido a la 
uerda heteróti
a hemos de
ididopresentar los resultados, en el 
uerpo de la tesis, en el orden inverso teniendo en 
uentael interés 
re
iente despertado por el estudio de los orientifolios y también por razonesde 
laridad ya que los modelos de 
lases laterales apare
en 
omo generaliza
ión del
aso minimal.Respe
to del estudio de la 
uerda tipo IIB hemos 
onstruido orientifolios enD = 8, 695
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tor interno está basado en modelos de Gepner,extendiendo trabajos preliminares en este tema.2Un paso importante en esta 
onstru

ión es la identi�
a
ión, siguiendo las ideasoriginales de Gepner, del 
ará
ter N = 1 supersimétri
o χsusy
~α (τ) en (2.53) para losmodos izquierdos y dere
hos. En parti
ular, una vez que se han obtenido estos 
ara
-teres, es fá
il implementar formalmente los 
o
ientes por simetrías tanto de fase 
omode permuta
iones 
í
li
as, 
omo se presentó en la subse

ión 2.8.Por supuesto, una limita
ión seria para el 
ál
ulo explí
ito es el gran número de
ara
teres a 
onsiderar. Este número aumenta genéri
amente 
on el número de dimen-siones internas y 
on el nivel k de las teorías internas. De he
ho, aunque las 
ondi
ionesde 
an
ela
ión de tadpoles RR sólo requieren tener en 
uenta los estados no masivosen el 
anal transverso, la fa
toriza
ión debe ser veri�
ada para todos los estados, tan-to masivos 
omo no masivos. En algunos modelos esto requiere 
onsiderar miles de
ara
teres, una tarea difí
il aún para una 
omputadora rápida. Por esto, se debe de-di
ar parti
ular aten
ión a las té
ni
as que permitan redu
ir el número de 
ara
teresa manipular. Por ejemplo, 
omo hemos mostrado explí
itamente en los ejemplos en

D = 8, los 
ál
ulos se simpli�
an notablemente 
uando se usan las matri
es redu
idasde transforma
iones modulares que tienen en 
uenta sólo los estados 
on 
arga impar,en vez de 
onsiderar las matri
es del produ
to tensorial total de los bloques. El uso del
ará
ter del álgebra 
onforme 
ompleta (dado en términos de (l, q) en vez de (l, q, s) ),también pare
e presentar algunas ventajas en los 
ál
ulos 
on
retos de la fa
toriza
ióny de la 
an
ela
ión de tadpoles, al redu
ir el número de estados que hay que manejar.Por otro lado, más allá de su interés fenomenológi
o poten
ial, el 
o
ientar por estassimetrías dis
retas permite también redu
ir estos números. Por ejemplo, los 
ientos de
ara
teres de materia (izquierda) no masiva en el modelo 35 pueden ser redu
idos a
uatro al 
o
ientar simultáneamente por simetrías de fase y de permuta
iones.Hemos realizado un estudio detallado de diversos modelos en D = 8, para losque en
ontramos un amplio 
onjunto de solu
iones. Esto permitió adquirir un mayormanejo de este tipo de 
onstru

iones en ejemplos sen
illos y a la vez poder 
omparar
on otras 
onstru

iones. También estudiamos ejemplos D = 6 y 4. Allí se ve 
ómose puede modi�
ar el número de genera
iones, 
ómo puede 
re
er el grupo de 
alibre,
ómo los moddings por fase pueden indu
ir un 
ambio topológi
o, et
. En estos 
asosnos hemos 
on
entrado en ejemplos 
on niveles k impares para evitar las 
ompli
a
ionesadi
ionales debidas a la presen
ia de puntos �jos.Respe
to de la 
onstru

ión de modelos 
on poten
ial interés fenomenológi
o hay



97dos requerimientos bási
os que deben 
umplirse para que un modelo sea a
eptable
• El grupo de 
alibre debe ser su�
ientemente grande 
omo para 
ontener al grupodel Modelo Estándar
• Debe 
ontener fermiones quiralesEl estudio general realizado en la primera parte nos permitió abordar estas 
ons-tru

iones de forma 
ontrolada y analíti
a.Por un lado sabemos que, 
uando se 
onsideran invariantes diagonales, el númerode e
ua
iones de tadpole a resolver es 
onsiderablemente menor al que apare
e 
onotros invariantes fa
ilitando el tratamiento del problema. Por ejemplo apare
en dose
ua
iones para el 35 diagonal frente a de
enas para otros invariantes 1.Sin embargo, por otra parte, se puede mostrar que los invariantes diagonales pro-du
en siempre espe
tros no quirales. En en parti
ular para modelos 
on nivel k impar,sólo apare
en grupos simplé
ti
os u ortogonales [100℄ 2.El análisis realizado para implementar el 
o
iente por las simetrías de fase nos abrióel 
amino para 
onseguir modelos quirales a partir de 
asos no quirales. La idea es quela a

ión de dividir por la simetría de fase, en el se
tor interno, puede a
ompañarse poruna proye

ión sobre el se
tor de gauge de 
uerda abierta de la misma manera que unarota
ión orbifolio de las 
oordenadas internas debe a
ompañarse por una a

ión sobrelos fa
tores de Chan-Paton. El resultado general es que el grupo original se rompe a unsubgrupo que puede ser unitario y que en general 
ontiene materia quiral. Este estudiofue presentado en el Capítulo 3. Re
ientemente han apare
ido trabajos rela
ionados
omo [69, 70℄. Mostramos también que es posible ha
er una 
ompa
ti�
a
ión híbridadonde una parte de la variedad está 
onstruida en base a modelos de Gepner mientrasla otra 
orresponde a un toro. El modding por fases debe enton
es a
ompañarse por unaa

ión tipo orientifolio sobre las 
oordenadas del toro. Estas 
onstru

iones híbridas sonparti
ularmente interesantes ya que permiten tener una 
oordenada transversa grandey así bajar la es
ala de la 
uerda.Implementando estas ideas hemos 
onstruido diversos ejemplos 
on materia quiral.Usando la 
onstru

ión híbrida hemos obtenido, en 
asos sen
illos, algunos modelos1Esto en realidad está aso
iado a que estos 
asos diagonales (
ono
idos 
omo Tipo B) tienenaso
iadas branas que se envuelven en dos�
i
los de la variedad 
ompa
ti�
ada. El número de e
ua
ionesde tadpole será 
omo máximo igual al número de dos�
i
los h11 + 1 (hi son los números de Hodge dela variedad) mientras que en, por ejemplo los 
onjugados de 
arga (Tipo A) los 
i
los relevantes son3�
i
los (h21 + 1). En parti
ular h11 = 1 y h21 = 101 para la quínti
a 3

5.2Re
ordar que no apare
en representa
iones espinoriales en el espe
tro no perturbativo.
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on 
ontenido fermióni
o 
er
ano al Modelo Estándar o extensiones de él (ModelosLeft�Right symmetri
).Una estrategia posible es 
omenzar 
on invariantes modulares sen
illos para losmodelos de Gepner, por ejemplo uno diagonal, dando lugar a un número pequeño dee
ua
iones de tadpoles. Una vez que se en
ontró una solu
ión 
onsistente, podemosproye
tar por alguna de las simetrías para obtener grupos unitarios, materia quiral,et
. Esto fun
iona en forma muy pare
ida a las proye

iones de orbifold del grupo
SO(32) de la teoría de 
uerdas tipo I. Las e
ua
iones de tadpoles son fá
iles de es
ribiruna vez que se 
ono
e la teoría ini
ial. Una apli
a
ión alternativa, de alguna maneraopuesta, de los 
o
ientes por fases es usarlos para redu
ir el número de e
ua
iones detadpoles que hay que resolver [67℄.Nos hemos 
on
entrado en algunos ejemplos sen
illos para ilustrar el método, másque para intentar una búsqueda sistemáti
a de los modelos fenomenológi
amente in-teresantes. Una ventaja importante de este pro
edimiento es que varios de los resultadospueden ser obtenidos analíti
amente.Respe
to a la parte del trabajo referida a 
uerda heteróti
a hemos analizado las
ompa
ti�
a
iones donde la parte interna se 
onstruye en base teorías de 
lases lateralestipo CPm. En parti
ular, en la se

ión 4.3 hemos 
onstruido los polinomios de Poin
arépara estos modelos 
on una gran variedad de invariantes modulares no diagonales. Lospolinomios son expresiones 
on
isas que 
ontienen informa
ión a
er
a de los elementosdel álgebra quiral del modelo. Las equivalen
ias entre modelos pueden estable
erse másfá
ilmente observando si sus polinomios de Poin
aré 
oin
iden. Cuando se 
onstruyenmodelos de super
uerdas en 
uatro dimensiones, 
omo se dis
ute en la se

ión 4.4 elespe
tro no masivo se puede hallar a partir del polinomio de Poin
aré, sin pasar por la
onstru

ión explí
ita de los estados 
aso por 
aso.Hemos usado las fórmulas derivadas en esta misma se

ión para 
al
ular el númerode genera
iones para las 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas basadas en el produ
to tensorialde modelos de 
lases laterales CPm, en el que al menos uno de las 
lases lateralesposee un invariante SU(m) no diagonal. Una lista 
ompleta de los resultados estádada en [88℄. Estos resultados no son muy diferentes de los hallados previamente en laliteratura [76, 50, 78, 79, 89℄ para modelos menos generales. El número de genera
ionesvaría desde 0 hasta 360 para los 1144 modelos 
onsiderados. Los números más usualesson 0, ó múltiplos de 8, 12 y 18. Los modelos 
on 0 < Ngen < 12 están listados en el
uadro 7.5.Es interesante que algunos modelos de 
lases laterales poseen polinomios de Poin
a-



99ré que se anulan 
uando se los evalúa en valores apropiados de t, t̄ dados por (4.27). Porlo tanto, todas las 
ompa
ti�
a
iones de 
uerdas que 
ontengan estas 
lases laterales
omo teorías internas tendrán número de genera
iones 
ero. Estos pueden 
orrespon-derse 
on los modelos 
on N27 = N
27

= 5, 9, 13 
omo a 
ompa
ti�
a
iones en K3 × T
on N27 = N27 = 21. Los modelos que tienen polinomios que se anulan de esta manerason mostrados en el 
uadro 7.4.Para bus
ar modelos de super
uerdas 
on bajo número de genera
iones hemos apli-
ado los resultados de la se

ión 4.5 a los ya men
ionados modelos de 
lases laterales.Estudiamos un total de 4819 modelos 
on un sólo modding por simetría de fase. Ha-llamos que más de la mitad de éstos tienen 
ero genera
iones. También en
ontramos2, 18, 59 y 367 modelos 
on Ngen=4, 6, 8 y 12, respe
tivamente.En el 
apítulo 5 hemos 
al
ulado el número de genera
iones quirales en la 27 de
E6 para modelos de 
uerdas 
onstruidos a partir del produ
to tensorial de modelos de
lases laterales CPm que pueden des
ribirse en términos de superpoten
iales de LG.Hemos también extendido el método desarrollado en [49, 50℄ para estudiar simetríasde permuta
ión 
í
li
a en modelos de 
uerdas CPm que no admiten una formula
iónde LG. Este estudio 
ontribuye a una 
omprensión más profunda de las teorías de
lases laterales. En parti
ular hemos usado fórmulas explí
itas (expansión en serie depoten
ias) de los 
ara
teres de los 
ampos primarios, basadas en las 
onstru

ionesgenerales de [95℄. Para 
ono
er los pesos y 
argas exa
tos de estos 
ampos basta tenerla primer poten
ia de los 
ara
teres. Quizás este 
ál
ulo pueda simpli�
arse aislandoesta poten
ia de las demás 
on algún pro
eso de paso al límite [97℄. Notar que lasexpansiones explí
itas de los 
ara
teres permiten veri�
ar equivalen
ias entre teorías,que habían sido 
onjeturadas esen
ialmente a partir de las estru
turas quirales. Lainforma
ión ne
esaria de la teoría original para 
onstruir la proye
tada va más allá dela estru
tura quiral. Por esto, teorías que no son idénti
as desde el punto de vista delgrupo 
onforme total (i.e. sus espe
tros de pesos y 
argas 
onformes no son iguales)pueden dar resultados diferentes. Por ejemplo, en el 
aso de los modelos minimales,si es válida la equivalen
ia al nivel quiral, enton
es el espe
tro quiral de las teorías
oin
ide. Sin embargo el espe
tro de singletes puede diferir [50℄. Una pregunta abiertaque queda, es respe
to de las permuta
iones Z2 de modelos de 
lases laterales CPm
on m impar. En el ejemplo presentado (a saber {(2, 1)2}(2, 1)2), los estados masivos
ontribuyen al espe
tro no masivo de la teoría 
o
iente, mientras que no lo ha
en en el
aso �equivalente� de Gepner ({22

A}22
A).Como se muestra, para el 
aso de modelos de Gepner, en 2.8, es fá
il in
orporar
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o
ientes por simetrías de fase que 
onmuten 
on las permuta
iones
í
li
as.El trabajo referido a la 
uerda heteróti
a realizado en la tesis, se ha 
on
entrado enla 
uerda 
on grupo E8×E8. Una extensión interesante sería generalizar la 
onstru

iónrealizada para 
onsiderar 
ompa
ti�
a
iones de la 
uerda heteróti
a 
on grupo SO(32).Sin embargo, 
uando se 
ompa
ti�
a a D = 4 el grupo resultante es SO(26), un gruporeal, sin interés desde el punto de vista fenomenológi
o. Esta es una de las razonespor las 
uales la 
uerda heteróti
a SO(32) fue menos estudiada en un prin
ipio. Detodas maneras, es 
laro que, 
omo lo muestran por ejemplo las 
ompa
ti�
a
iones enorbifolios, el grupo puede romperse a subgrupos 
on 
ontenido de materia quiral 
oninterés fenomenológi
o.En nuestras 
onstru

iones sería posible, en prin
ipio, romper el grupo a subgruposque 
ontengan materia quiral. Esto podría implementarse 
o
ientando la teoría internapor alguna de sus simetrías de fase realizando a la vez una proye

ión sobre los gradosde libertad de gauge (para un ejemplo ver [101, 102℄. Es la misma idea que hemosimplementado en los orientifolios para obtener modelos quirales a partir de orientifoliosdiagonales no quirales.Este es un tema a desarrollar tanto para modelos de 
lases laterales generales 
omopara el 
aso mas simple de los modelos de Gepner CP1. En parti
ular, además delposible interés fenomenológi
o, podría resultar interesante 
omparar estos modelos 
onlos resultantes de los orientifolios en diversas dimensiones, en el mar
o de la dualidadTipo IIB�heteróti
a SO(32).En 
uanto a posibles extensiones del trabajo referido a los orientifolios Tipo IIBsería interesante 
onsiderar ahora variedades internas tipo 
lases laterales [54℄, en parti-
ular 
omo las CPm 
onsideradas en el 
aso heteróti
o. Formalmente los pasos a seguirson los presentados en nuestro trabajo aunque, en la prá
ti
a, el 
ál
ulo 
on
reto demodelos 
onsistentes puede resultar 
omplejo. En parti
ular involu
ra explí
itamentea las matri
es de las transforma
iones modulares de la 
lase lateral que, si bien se
ono
en formalmente, son de difí
il manejo a la hora de realizar por ejemplo el estudiode un espe
tro no masivo, et
. Un 
aso manejable podría ser el de modelos sobre 
lases
CP2 a nivel k dados por

ŜU(3)k × ŜO(4)1

ŜU(2)k+1 × Û(1)6(k+3)

, (6.1). Desde el punto de vista fenomenológi
o sería interesante profundizar en la 
ons-
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ión de modelos para niveles k pares y modelos híbridos sobre puntos Gepner
D = 6�orbifolio de T 2. En la tesis hemos planteado la 
onstru

ión en general pe-ro hemos estudiado más detalladamente ejemplos 
on niveles impares y en el 
aso de
onstru

iones híbridas hemos presentado algunos ejemplos sen
illos donde el modelode Gepner está en D = 8 (y por lo tanto 
orresponde a un toro).Podría ser interesante estudiar, en la misma línea de trabajo que aquí, la versiónde 
uerda abierta del modelo de Gepner de 3 genera
iones tipo heteróti
o [60℄, el queinvolu
ra tanto 
o
ientes por simetrías de fase 
omo de permuta
iones 
í
li
as.Esperamos que nuestro trabajo, basado en la fun
ión de parti
ión, pueda ayudara 
lari�
ar las 
onexiones 
on interpreta
iones más geométri
as. En parti
ular seríainteresante reformular nuestra 
onstru

ión en términos de estados de borde.
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Capítulo 7Apéndi
es
7.1. Cara
teres N = 2 y sus transforma
ionesCara
teres de los modelos minimales super
onformes N = 2 y 
uerdas
N = 2En este apéndi
e juntamos varias propiedades de los 
ara
teres que son útiles parademostrar varias a�rma
iones he
has en el 
uerpo prin
ipal de la tesis.Re
ordemos la de�ni
ión de χ(l,q) en (2.32)

χl,q(τ, z) ≡ TrH(l,q)
(e2πi(L0−

c
24

)τe2πiJ0z) = χ(l,q,s)(τ, z) + χ(l,q,s+2)(τ, z) . (7.1)Expresiones explí
itas para los 
ara
teres de los modelos minimales super
onformes
N = 2 han sido 
al
uladas en las referen
ias [55, 56, 57℄ y han sido usadas extensiva-mente en [8, 58℄. En términos de las fun
iones ϑ de Riemann son [59℄

χl,q(τ, z) =
ϑ
[
0
0

]
(τ, z)ϑ

[− l+1
m

+ 1
2

1
2

]
(mτ, 0)η3(mτ)eπi( l+1

m
− 1

2
)

η3(τ)ϑ
[ l+q+1−m

2m
0

]
(mτ, z)ϑ

[−l+q−1+m
2m
0

]
(mτ, z)

(7.2)donde m = k + 2, η es la fun
ión de Dedekind y las de�ni
iones y propiedades de lasfun
iones ϑ pueden ser halladas en [2℄.Consideremos las 
ombina
iones χ±
l,q(τ, z) ≡ χl,q,s(τ, z)±χl,q,s+2(τ, z) 
on s = 0,−1para NS, R respe
tivamente. Las siguientes rela
iones pueden hallarse fá
ilmente apartir de la de�ni
ión

χ±
l,q(τ, z +

1

2
) = eπiQl,qχ∓

l,q(τ, z)

χ±
l,q(τ, z + A) = e2πiQl,qAχ±

l,q(τ, z) A ∈ Z . (7.3)Usando que mQl,q es un número entero, estas propiedades permiten implementar laproye

ión GSO sobre el produ
to de 
ara
teres de 
uerdas N = 2 de la siguiente103
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2m−1∑

p=0

(−1)p

2m
[χν(τ, z+

p

2
)]d

r∏

i=1

χli,qi
(τ, z+

p

2
) =

δQ~α,Z

2
(1−eπiQ~α)[χν(τ, z)]

d
r∏

i=1

χli,qi
(τ, z)} .(7.4)Se dedu
e de esta expresión que las 
ombina
iones de 
ara
teres que sobreviven laproye

ión GSO son aquellas que veri�
an que r∑

i=1

Qli,qi,si
+

d∑
j=1

Qj es un entero impar.Es también 
onveniente expresar los 
ara
teres retor
idos χl,q+n(τ, z) en términosde χl,q(τ, z). Esto puede ha
erse ha
iendo un desplazamiento en z así
χl,q+n(τ, z) = e2πi(n2τ c

24
+n c

6
z)χl,q(τ, z +

n

2
τ) . (7.5)Como se ha men
ionado en el texto, es ne
esario retor
er n = 2(k + 2) ve
es parare
uperar el 
ará
ter original en n = 0, ex
epto para l = k

2

uando k es par. En este
aso basta retor
er n = (k + 2) ve
es.Finalmente, las proye

iones GSO y de supersimetría pueden implementarse así

χsusy
~α (τ, z) = (7.6)
∑

n,p mod 2m

(−1)n+p

2m
e2πi(n2τ c

24
+n c

6
z)
[
χ0(τ, z +

n

2
τ +

p

2
)
]d r∏

i=1

χli,qi
(τ, z +

n

2
τ +

p

2
)
on c = 12.Estos 
ara
teres supersimétri
os pueden partirse de la siguiente manera

χsusy
~α (τ, z) = χNS

~α (τ, z)− χR
~α (τ, z) , (7.7)donde

χNS
~α =

2m−2∑

n=0 (par)

χ~α(n) , χR
~α =

2m−1∑

n=1 (impar)

χ~α(n) . (7.8)Estos dos bloques 
ontienen estados 
on pesos y 
argas 
onformes idénti
os, por lo que(7.7) impli
a χsusy
~α (τ, z) ≡ 0.Una des
omposi
ión alternativa de los 
ara
teres supersimétri
os es la siguiente

χsusy
~α (τ, z) =

1

2
((χ+

~α (τ, z)− χ−
~α (τ, z)) (7.9)donde

χ+
~α (τ, z) ≡ χNS+

~α (τ, z)− χR+

~α (τ, z)

χNS+

~α (τ, z) =
2m−2∑

n=0 (par)

δQ~α,Z [χNS+

ν+n (τ, z)]d
r∏

i=1

χNS+

αi+n(τ, z).

χR+

~α (τ, z) =

2m−1∑

n=1 (impar)

δQ~α,Z [χNS+

ν+n (τ, z)]d
r∏

i=1

χNS+

αi+n(τ, z) (7.10)
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χ−

~α (τ, z) ≡ χNS−

~α (τ, z)− χR−

~α (τ, z)

χNS−

~α (τ, z) =

2m−2∑

n=0 (par)

δQ~α,Z e
iπQ

~α(n) [χNS−

ν+n (τ, z)]d
r∏

i=1

χNS−

αi+n(τ, z)

χR−

~α (τ, z) =
2m−1∑

n=1 (impar)

δQ~α,Z [χNS−

ν+n (τ, z)]d
r∏

i=1

χNS−

αi+n(τ, z) . (7.11)Transforma
iones modulares de los 
ara
teres supersimétri
osPara estudiar las transforma
iones modulares de χsusy
~α es 
onveniente introdu
ir lasiguiente nota
ión

χl,q;n,p(τ, z) ≡ e2πi(n2 c
24

+n c
6
(z+ p

2
))χl,q(τ, z +

n

2
τ +

p

2
) (7.12)

χν;n,p(τ, z) = e2πi(n2 cst
24

+n
cst
6

(z+ p
2
))χν(τ, z +

n

2
τ +

p

2
) . (7.13)De (2.39) se sigue que

χl,q;n,p(−
1

τ
,
z

τ
) = e2πi cnp

12 e2πi z2c
6τ

∑

l′,q′

Sl,q;l′,q′χl′,q′;p,−n(τ, z) (7.14)
χl,q;n,p(−

1

τ
,
z

τ
) = e2πi cnp

12 e2πi z2c
6τ

∑

l′,q′

S−1
l,q;l′,q′χl′,q′;−p,n(τ,−z) . (7.15)La transforma
ión modular S de χsusy

~α puede obtenerse multipli
ando los elementosde matriz Sl,q;l′,q′ de 
ada teoría individual. Para los 
ara
teres de espa
iotiempo, S esla matriz unidad 
on un fa
tor extra (−iτ)d.Notar que S inter
ambia n y p, por lo que S: χNS+ ←→ χNS+
, χNS− ←→ χR+y χR− ←→ χR− . Por otra parte, la invarian
ia modular impli
a que no es posible
onseguir supersimetría sin la proye

ión GSO y vi
eversa.La transforma
ión modular S a
túa sobre el produ
to de 
ara
teres de la siguientemanera

χ
NS/R
~α (−1

τ
,
z

τ
) = (−iτ)−de2πi z2c

6τ

∑

~α′

[
r∏

i=1

S(i)

]

~α~α′

χ
+/−
~α′ (τ, z) (7.16)

χ
+/−
~α (−1

τ
,
z

τ
) = (−iτ)−de2πi z2c

6τ

∑

~α′

[
r∏

i=1

S(i)

]

~α~α′

χ
NS/R
~α′ (τ, z) . (7.17)La suma sobre ~α′ 
orre sobre todos los ve
tores 
on 
omponentes αi = (li, qi) en ran-go estándar. Usando la identidad (2.58) y notando que [∏r

i=1 S(i)

]
~α~α′(n) =

[∏r
i=1 S(i)

]
~α~α′ ,



106 CAPÍTULO 7. APÉNDICESpara todo ~α tal que Q~α sea un número entero, podemos de�nir una matriz S que a
túasobre los 
ara
teres independientes χsusy
~α de esta manera

S~α~δ =
m

2ǫ~δ

[
r∏

i=1

S(i)

]

~α~δ

(7.18)donde ǫ~δ = 1 si ki es par para todo i y ~δ es 
orto y ǫ~δ = 0 en los demás 
asos. El rangode S está dado por el número de 
ara
teres independientes.Esta matriz S no es simétri
a 
uando hay un ve
tor 
orto. Apli
ándola dos ve
esse obtiene
χ

NS/R
~α (τ, z) = S2

~α~α′χ
NS/R
~α′ (τ,−z) , (7.19)la que junto 
on (2.35) impli
a S2 = C, 
on C la matriz de 
onjuga
ión de 
arga.Para la transforma
ión T se puede mostrar que

χNS±

~α (τ + 1, z) = e2πi(∆~α−
c
24

−
Q~α
2

)χNS∓

~α (τ, z) ; χR±

~α (τ + 1, z) = e2πi(∆~α−
Q~α
2

)χR±

~α (τ, z)(7.20)y
χ

NS/R
~α (τ + 1, z) = e2πi(∆~α−

Q~α
2

)χ
NS/R
~α (τ, z) . (7.21)Se puede pensar en la fase e2πi(∆~α−

Q~α
2

) 
omo un elemento diagonal de la matriz
T~α ≡ e2πi(∆~α−

Q~α
2

)δ~α~α′ . (7.22)Notar que la transforma
ión T(2) : τ → τ + 2 puede realizarse por T 2 así
χ

NS+/NS−

~α (τ + 2, z) = e4πi∆~αχ
NS+/NS−

~α (τ, z)

χ
R+/R−

~α (τ + 2, z) = e4πi∆~αχ
R+/R−

~α (τ, z) . (7.23)Los elementos diagonales son las fases e4πi(∆~α−
Q~α
2

), las que se redu
en a e4πi∆~α
uando se a
túa sobre un 
ará
ter no nulo (i.e. aquellos 
on Q~α entera).La transforma
ión PLos 
ara
teres en los 
anales dire
to y transverso de la 
inta de Möbius están rela-
ionados por la transforma
ión P: it+ 1
2
→ i

4t
+ 1

2
. Ésta puede generarse a partir de lastransforma
iones modulares S y T de la siguiente manera

P = TST
2
S (7.24)su 
uadrado es la identidad, al igual que el de la transforma
ión S

P
2 = S

2 = 1 . (7.25)
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ión sobre los 
ara
teres χR/NS
~α . Entérminos de las matri
es S y T , P es

P = TST 2S−1 , (7.26)y se puede mostrar que
P = TST 2S−1 = TS−1T 2S . (7.27)Esta matriz rela
iona 
ara
teres 
on diferentes argumentos así

χ
NS/R
~α (

τ − 1

2τ − 1
,− z

2τ − 1
) = (1− 2τ)−de

2πi z2c
3(2τ−1)

∑

~α′

P~α~α′χ
NS/R
~α′ (τ, z) . (7.28)Es fá
il ver la siguiente a

ión sobre los 
ara
teres

∑

~α′,~α′′

P~α~α′′P~α′′~α′χ
NS/R
~α′ (τ, z) = χ

NS/R
~α (τ,−z) (7.29)de modo que ∑

~α′

(P 2)~α~α′χ
NS/R
~α′ (τ, z) = χ

NS/R
~α (τ,−z) (7.30)y de (2.35) se puede mostrar que

(P 2)~α′~α = C~α~α′ . (7.31)El 
ará
ter χ~α(it+ 1
2
) es una expansión en poten
ias de q ≡ e−2πt multipli
ado poruna fase eπi(∆GSO

~β
− 1

2
). Re
ordando (2.57), esta fase es igual a ±eπi(∆~α−

Q~α
2

) 
uyo 
uadradoes T~α, por lo que la llamaremos T ( 1
2
)

~α . Extrayendo esta fase el 
ará
ter se vuelve real.Es 
onveniente trabajar en la base de 
ara
teres reales χ̂~α de�nidos por
χ̂

R/NS

~α(n) (it+ 1
2
, 0) ≡ e−πi(∆~α−

Q~α
2

)χ
R/NS

~α(n) (t) . (7.32)La transforma
ión P̂ que 
one
ta las amplitudes reales de la 
inta de Möbius en los
anales dire
to y transverso la realiza la matriz
P̂ = T (−1/2)ST 2S−1T (1/2) (7.33)donde
T

(1/2)
~α~α = eπi(∆~α−

Q~α
2

) . (7.34)Notar que T (1/2)

~α(n)~α(n) = ±T (1/2)
~α~α por lo que los 
ara
teres reales χ̂~α transforman frentea un retor
imiento 
omo χ̂~α(n)(it + 1

2
) = ±χ̂~α(it + 1

2
). Eligiendo un ~α tendremos un

T (1/2) 
orrespondiente a esta ele

ión.Finalmente los 
ara
teres en los 
anales dire
to y transverso están rela
ionados por
χ̂

NS/R
~α (it+ 1

2
) = (2it)dP̂~α~α′χ̂

NS/R
~α′ (

i

4t
+ 1

2
) . (7.35)
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tro de algunos modelos de Gepner
En este apéndi
e listamos las 
ombina
iones proye
tadas por GSO de los estados
ontenidos en los 
ara
teres de algunos modelos de Gepner.En las 
olumnas de espa
iotiempo es
ribimos los pesos de Weyl de las representa-
iones espinoriales y ve
toriales del grupo pequeño. Los estados masivos se juntaránen representa
iones del grupo 
ompleto. Por ejemplo, los modelos en D = 8 tienen a

SO(6) 
omo grupo pequeño y a SO(7) 
omo grupo total, y los pesos dados son los de
SO(6) (in
luso para los estados masivos).Espe
tro de estados de 13Las 
ombina
iones proye
tadas por GSO de los estados 
ontenidos en los 
ara
teresdel modelo de Gepner 13 son las de los 
uadros siguientes
estado de peso máximo espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)3 (±1, 0, 0) 1
2

±1 0 0 1
2
±1

(0, 1, 1)3
(−1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
,−1

2
)

3
8

1
2

−3
2

1
8

1
2

1
2

1

−1

(1,−1, 0)3 (0, 0, 0) 0 0 1
2

1 1
2

1

(1, 1, 0)3 (0, 0, 0) 0 0 1
2

−1 1
2
−1

(0,−1,−1)3
(1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
, 1

2
)

3
8

3
2

−1
2

1
8

−1
2

1
2

1

−1

CUADRO B.1: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(0,0)3
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estado de peso máximo espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)(1,−1, 2)(1, 1, 0) (0, 0, 0) 0 0
5

6
−1

5

6
−1

(0, 0, 0)(1,−1, 0)(1, 1, 2) (0, 0, 0) 0 0
5

6
1

5

6
1

(0, 0, 0)(1,−1, 0)(1, 1, 0) (±1, 0, 0)
1

2
±1

1

3
0

5

6
±1

(0, 1, 1)(1, 0,−1)(0,−1,−1)
(
1

2
, 1

2
, 1

2
)

(− 1

2
,− 1

2
, 1

2
)

3

8

3

2

− 1

2

11

24
− 1

2

5

6

1

−1

(0, 1, 1)(1, 0, 1)(0,−1,−1)
(− 1

2
,− 1

2
,− 1

2
)

(− 1

2
, 1

2
, 1

2
)

3

8

− 3

2

1

2

11

24

1

2

5

6

−1

1

(1,−1, 2)(1, 1, 0)(0, 0, 0) (0, 0, 0) 0 0
5

6
−1

5

6
−1

(1,−1, 0)(1, 1, 2)(0, 0, 0) (0, 0, 0) 0 0
5

6
1

5

6
1

(1,−1, 0)(1, 1, 0)(0, 0, 0) (±1, 0, 0)
1

2
±1

1

3
0

5

6
±1

(1, 0,−1)(0,−1,−1)(0, 1, 1)
(
1

2
, 1

2
, 1

2
)

(− 1

2
,− 1

2
, 1

2
)

3

8

3

2

− 1

2

11

24
− 1

2

5

6

1

−1

(1, 0, 1)(0,−1,−1)(0, 1, 1)
(− 1

2
,− 1

2
,− 1

2
)

(− 1

2
, 1

2
, 1

2
)

3

8

− 3

2

1

2

11

24

1

2

5

6

−1

1

(1, 1, 0)(0, 0, 0)(1,−1,−2) (0, 0, 0) 0 0
5

6
−1

5

6
−1

(1, 1, 2)(0, 0, 0)(1,−1, 0) (0, 0, 0) 0 0
5

6
1

5

6
1

(1, 1, 0)(0, 0, 0)(1,−1, 0) (±1, 0, 0)
1

2
±1

1

3
0

5

6
±1

(0,−1,−1)(0, 1, 1)(1, 0,−1)
(
1

2
, 1

2
, 1

2
)

(− 1

2
,− 1

2
, 1

2
)

3

8

3

2

− 1

2

11

24
− 1

2

5

6

1

−1

(0,−1,−1)(0, 1, 1)(1, 0, 1)
(− 1

2
,− 1

2
,− 1

2
)

(− 1

2
, 1

2
, 1

2
)

3

8

− 3

2

1

2

11

24

1

2

5

6

−1

1

CUADRO B.2: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(0,0)(1,−1)(1,1)Espe
tro de estados de 22Todas las representa
iones del modelo minimal k = 2 se obtienen retor
iendo (porsupersimetría) los pares (0, 0, 0) ; (0, 0, 2) y (1,−1, 0) ; (1,−1, 2), a saber
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.

n Representa
ión ∆ Q

0 (0, 0, 0) 0 0

1 (0, 1, 1) 1
16

1
4

2 (0, 2, 2) ∼ (2,−2, 0) 1
4

1
2

3 (2,−1, 1) 9
16

3
4

4 (2, 0, 2)∗ 1 ±1

5 (2, 1,−1) 9
16
−3

4

6 (2, 2, 0) 1
4
−1

2

7 (2, 3, 1) 1
16
−1

4

n Representa
ión ∆ Q

0 (0, 0, 2) ∼ (2,±4,±4) 3
2
±1

1 (0, 1, 3) ∼ (1,−2,−3) 17
16
−3

4

2 (2,−2,−2) 3
4
−1

2

3 (2,−1,−1) 9
16
−1

4

4 (2, 0, 0) 1
2

0

5 (2, 1, 1) 9
16

1
4

6 (2, 2, 2) 3
4

1
2

7 (2, 3, 3) 17
16

3
4

.

n Representa
ión ∆ Q

0 (1,−1, 0) 1
8

1
4

1 (1, 0, 1) 5
16

1
2

2 (1, 1, 2) 5
8

3
4

3 (1, 2, 3) 17
16

1

4 (1,−1,−2) 5
8
−3

4

5 (1, 0,−1) 5
16
−1

2

6 (1, 1, 0) 1
8
−1

2

7 (1, 2, 1) 1
16

0

n Representa
ión ∆ Q

0 (1,−1,−2) 5
8
−3

4

1 (1, 0,−1) 5
16
−1

2

2 (1, 1, 0) 1
8
−1

4

3 (1, 2, 1) 1
16

0

4 (1,−1, 0) 1
8

1
4

5 (1, 0, 1) 5
16

1
2

6 (1, 1, 2) 5
8

3
4

7 (1, 2, 3) 17
16

1CUADRO B.3: Representa
iones del modelo minimal k = 2De las de�ni
iones de χsusy
~α se veri�
an las siguiente identidades entre 
ara
teres

χsusy
(0,0)2 ≡ χsusy

(2,−2)2 ≡ χsusy
(2,0)2 ≡ χsusy

(2,2)2

χsusy
(0,0)(2,0) ≡ χsusy

(2,−2)(2,2) ≡ χsusy
(2,0)(0,0) ≡ χsusy

(2,2)(2,−2)

χsusy
(1,−1)(1,1) ≡ χsusy

(1,1)(1,−1) (7.36)Las 
ombina
iones de estados proye
tados por GSO 
ontenidos en el modelo deGepner 22 están dadas en los 
uadros siguientes.
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Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)2 (±1, 0, 0) 1
2

±1 0 0 1
2
±1

(0, 1, 1)2
(−1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
,−1

2
)

3
8

1
2

−3
2

1
8

1
2

1
2

1

−1

(0, 2, 2)2 (0, 0, 0) 0 0 1
2

1 1
2

1

(2, 2, 0)2 (0, 0, 0) 0 0 1
2

−1 1
2
−1

(2, 3, 1)2
(1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
, 1

2
)

3
8

−1
2

3
2

1
8

−1
2

1
2

−1

1CUADRO B.4: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(0,0)2

Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)(2, 0, 0) (±1, 0, 0) 1
2

±1 1
2

0 1 ±1

(0, 0, 0)(2, 0, 2) (0, 0, 0) 0 0 1 ±1 1 ±1

(0, 1, 1)(2, 1, 1)
(−1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
,−1

2
)

3
8

1
2

−3
2

5
8

1
2

1
1

−1

(0, 1, 1)(2, 1,−1)
(1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
, 1

2
)

3
8

−1
2

3
2

5
8

−1
2

1
−1

1

(0, 2, 2)(2, 2, 0) (±1, 0, 0) 1
2

±1 1
2

0 1 ±1

(0, 2, 2)(2, 2, 2) (0, 0, 0) 0 0 1 1 1 1

(2,−2,−2)(2, 2, 0) (0, 0, 0) 0 0 1 −1 1 −1

(2,−1,−1)(2, 3, 1)
(1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
, 1

2
)

3
8

−1
2

3
2

5
8

−1
2

1
−1

1

(2,−1, 1)(2, 3, 1)
(−1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
,−1

2
)

3
8

1
2

−3
2

5
8

1
2

1
1

−1CUADRO B.5: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(1,−1)(1,1)
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Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(1,−1, 0)(1, 1, 0) (±1, 0, 0) 1
2

±1 1
4

0 3
4
±1

(1,−1, 2)(1, 1, 0) (0, 0, 0) 0 0 3
4

1 3
4

1

(1,−1, 0)(1, 1, 2) (0, 0, 0) 0 0 3
4

1 3
4

1

(1, 0, 1)(1, 2, 1)
(−1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
,−1

2
)

3
8

1
2

−3
2

3
8

1
2

3
4

1

−1

(1, 0,−1)(1, 2, 1)
(1

2
, 1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
, 1

2
)

3
8

−1
2

3
2

3
8

−1
2

3
4

−1

1CUADRO B.6: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(0,0);(2,0)Espe
tro de estados del 4 1Los estados del modelo minimal k = 4 están listados en los 
uadros siguientes

.

n Representa
ión ∆ Q

0 (0, 0, 0) 0 0

1 (0, 1, 1) 1
12

1
3

2 (0, 2, 2) ∼ (4,−4, 0) 1
3

2
3

3 (4,−3, 1) 3
4

1

4 (4,−2, 2) 4
3

4
3

5 (4,−1,−1) 13
12
−1

3

6 (4, 0, 0) 1 0

7 (4, 1, 1) 13
12

1
3

8 (4, 2, 2) 4
3

2
3

9 (4, 3,−1) 3
4
−1

10 (4, 4, 0) 1
3
−2

3

11 (4, 5, 1) 1
12
−1

3

n Representa
ión ∆ Q

0 (0, 0, 2) ∼ (4,±6,±4) 3
2
±1

1 (4,−5,−3) 13
12
−2

3

2 (4,−4,−2) 5
6
−1

3

3 (4,−3,−1) 3
4

0

4 (4,−2, 0) 5
6

1
3

5 (4,−1, 1) 13
12

2
3

6 (4, 0,±2) 3
2
±1

7 (4, 1,−1) 13
12
−2

3

8 (4, 2, 0) 5
6
−1

3

9 (4, 3, 1) 3
4

0

10 (4, 4, 2) 5
6

1
3

11 (4, 5, 3) 13
12

2
3
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.

n Representa
ión ∆ Q

0 (2, 0, 0) 1
3

0

1 (2, 1, 1) 5
12

1
3

2 (2, 2, 2) 2
3

2
3

3 (2,±3,±3) 13
12
±1

4 (2,−2,−2) 2
3
−2

3

5 (2,−1,−1) 5
12
−1

3

n Representa
ión ∆ Q

0 (2, 0,±2) 5
6
±1

1 (2, 1,−1) 5
12
−2

3

2 (2, 2, 0) 1
6
−1

3

3 (2, 3, 1) 1
12

0

4 (2, 4, 2) 1
6

1
3

5 (2,−1, 1) 5
12

2
3CUADRO B.7: Representa
iones en el modelo minimal k = 4Espe
tro de estados del 16Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)6 (±1, 0) 1
2

±1 0 0 1
2
±1

(0, 1, 1)6 (−1
2
, 1

2
) 1

4
0 1

4
1 1

2
1

(0,−1,−1)6 (−1
2
, 1

2
) 1

4
0 1

4
−1 1

2
−1CUADRO B.8: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy

(0,0)6Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)4(1,−1, 2)(1, 1, 0) (0, 0) 0 0 5
6

−1 5
6
−1

(0, 0, 0)4(1,−1, 0)(1, 1, 2) (0, 0) 0 0 5
6

1 5
6

1

(0, 0, 0)4(1,−1, 0)(1, 1, 0) (±1, 0) 1
2

±1 1
3

0 5
6
±1

(1,−1, 0)4(1, 1, 0)(0, 0, 0) (0, 0) 0 0 5
6

1 5
6

1

(1, 1, 0)4(0, 0, 0)(1,−1, 0) (0, 0) 0 0 5
6

−1 5
6
−1

(0, 1, 1)4(1, 0,−1)(1,−1,−1) (1
2
, 1

2
) 1

4
1 7

12
0 5

6
1

(0, 1, 1)4(1, 0, 1)(1,−1,−1) (−1
2
,−1

2
) 1

4
−1 7

12
0 5

6
−1

(0, 1, 1)4(1, 0, 1)(1,−1,−1) (1
2
,−1

2
) 1

4
0 7

12
1 5

6
1

(0,−1,−1)4(0, 1, 1)(1, 0, 1) (1
2
, 1

2
) 1

4
1 7

12
0 5

6
1

(0,−1,−1)4(0, 1, 1)(1, 0, 1) (−1
2
,−1

2
) 1

4
−1 7

12
0 5

6
−1

(0,−1,−1)4(0, 1, 1)(1, 0,−1) (1
2
,−1

2
) 1

4
0 7

12
−1 5

6
−1CUADRO B.9: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy

(0,0)4(1,−1)(1,1)
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Teoría interna espa
iotiempo ∆st Qst ∆int Qint ∆ Q

(0, 0, 0)3(1,−1, 0)3 (0, 0) 0 0 1
2

1 1
2

1

(1, 1, 0)3(0, 0, 0)3 (0, 0) 0 0 1
2

−1 1
2
−1

(0,−1,−1)3(0, 1, 1)3
(1

2
, 1

2
)

(−1
2
,−1

2
)

1
4

+1

−1
1
4

0 1
2

+1

−1CUADRO B.10: estados proye
tados por GSO 
ontenidos en χsusy
(0,0)3(1,−1)3Espe
tro de estados del 35Los estados en el modelo k = 3 pueden 
lasi�
arse en dos grupos: los que tienen

l = 0, 3 y los que tienen l = 1, 2. A saberRepresenta
ión ∆ Q Representa
ión ∆ Q

(0, 0, 0) 0 0 (0, 0, 2) 3
2
±1

(3,−3, 0) 3
10

3
5

(3,−3,−2) 4
5
−2

5

(3,−1,±2) 6
5
−4

5
, 6

5
(3,−1, 0) 7

10
1
5

(3, 1, 0) 7
10
−1

5
(3, 1,±2) 6

5
4
5
,−6

5

(3, 3, 2) 4
5

2
5

(3, 3, 0) 3
10
−3

5

Representa
ión ∆ Q Representa
ión ∆ Q

(1,−1, 0) 1
10

1
5

(1,−1,−2) 3
5
−4

5

(1, 1, 2) 3
5

4
5

(1, 1, 0) 1
10
−1

5

(2,−2, 2) 7
10

7
5

(2,−2, 0) 1
5

2
5

(2, 0,±2) 9
10
±1 (2, 0, 0) 2

5
0

(2, 2, 0) 1
5
−2

5
(2, 2, 2) 7

10
−7

5CUADRO B.11: Representa
iones modelo minimal k = 3donde ambos grupos 
ontienen también los estados que se obtienen retor
iendo losanteriores.Es útil listar las 
ombina
iones proye
tadas por GSO 
on peso 
onforme 1
2
en el
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tor NS. Son las siguientesTeoría interna espa
iotiempo Cará
ter
(0, 0, 0)5 ±1 χ(0,0)5

(0, 0, 0)3(3,−3, 0)(2,−2, 0) 0 χ(0,0)3(3,−3)(2,−2)

(0, 0, 0)2(3,−3, 0)(1,−1, 0)2 0 χ(0,0)2(3,−3)(1,−1)2

(1, 1, 0)5 0 χ(2,0)5

(0, 0, 0)(1,−1, 0)3(2,−2, 0) 0 χ(0,0)(1,−1)3(2,−2)

(0, 0, 0)2(1,−1, 0)(2,−2, 0)2 0 χ(0,0)2(1,−1)(2,−2)2CUADRO B.12: estados proye
tados por GSO 
on peso 
onforme 1
2y sus 
onjugadas de 
arga.



116 CAPÍTULO 7. APÉNDICES7.3. Invariante modular para SU(6)8Cuadro 7.1: Invariante modular para SU(6) a nivel 8 a partir del embedding 
onformeen SO(21) a nivel 1. a

C(5, 8) = |χ00000 +χ20002 +χ21012 +χ03030 +χ03103 +

χ30130 +χ30203 +χ12221 +χ02420 +χ00800|2 +

|χ00024 +χ01301 +χ02030 + χ10122 +χ00008 +

χ31031 +χ22210 +χ30302 +χ24200 +χ08000|2 + |cr|2 +

|χ00002 +χ20012 +χ21030 + χ21103 +χ03121 +χ30221 +χ12320 +χ02600 +χ04004|2 + |cr|2 +

|χ00012 +χ20030 +χ20103 + χ22004 +χ30320 +χ03220 +χ04022 +χ12500 +χ21121|2 + |cr|2 +

|χ40012 +χ30100 +χ12102 + χ03000 +χ12140 +χ02212 +χ00430 +χ00503 +χ22022|2 + |cr|2 +

|χ00121 +χ01004 +χ21022 + χ30005 +χ21400 +χ22121 +χ04301 +χ05030 +χ20220|2 + |cr|2 +

|χ00220 +χ01022 +χ10005 + χ20400 +χ30023 +χ22301 +χ23030 +χ05210 +χ21121|2 + |cr|2 +

|χ60000 +χ32001 +χ22103 + χ12110 +χ10312 +χ03022 +χ01232 +χ00260 +χ00400|2 + |cr|2 +

|χ00123 +χ02210 +χ10302 + χ11031 +χ00026 +χ23200 +χ31211 +χ26000 +χ40040|2 + |cr|2 +

|χ40220 +χ32201 +χ25000 + χ20040 +χ03200 +χ01032 +χ00303 +χ00125 +χ11211|2 + |cr|2 +

|χ00050 +χ21210 +χ14001 + χ10221 +χ43010 +χ10043 +χ01214 +χ50300 +χ02202|2 + |cr|2

a |cr| denota sumar la representa
ión 
onjugada



7.4. POLINOMIOS DE POINCARÉ 1177.4. Polinomios de Poin
aréCuadro 7.2: Polinomios de Poin
aré para los modelos CP1 y CP2 
on invariantes serieModelo Polinomio de Poin
aré
(1, k)D,F P (tt̄) =

∑k/2
i=0(tt̄)

2i + (tt̄)k/2 k ∈ 2N

(2, k)DA P (tt̄) =
∑k

3
−1

n=0 (
[

3n
2

]
+ 1)[(tt̄)3n + (tt̄)2k−3n] + (

[
k
2

]
+ 3)(tt̄)k k ∈ 3N

(2, k)AD P (tt̄) =
∑k−1

2
n=0(n+ 1)[(tt̄)n + (tt̄)k−n] +

∑ 3k−1
4

n= k+1
4

(tt̄)n k = 4j−1, j ∈ N

(2, k)AF P (tt̄) =
∑k−1

2
n=0(n+ 1)[(tt̄)2n + (tt̄)2k−2n] +

∑ 3k+1
4

n= k−1
4

(tt̄)2n+1 k=4j+1, j∈N0

(2, k)DD P (t, t̄) =
∑k−3

6
n=0(3n+ 1)[(tt̄)n + (tt̄)k/3−n]+ k = 4j−1 = 3j′

∑ 3k−9
12

n= k+9
12

(tt̄)n + t
k−3
12 t̄

3k+3
12 + t

3k+3
12 t̄

k−3
12 j, j′ ∈ N

(2, k)DF P (t, t̄) =
∑k−3

6
n=0(3n+ 1)[(tt̄)2n + (tt̄)2k/3−2n]+ k = 4j+1 = 3j′

∑ 3k−15
12

n= k+3
12

[(tt̄)2n+1] + t
k−3
6 t̄

3k+3
6 + t

3k+3
6 t̄

k−3
6 j, j′ ∈ N

[.] denota la parte entera.
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Cuadro 7.3: Polinomios de Poin
aré para modelos de 
lases laterales 
on N y Mex
ep
ionalesModelo Polinomio de Poin
aré

(2, 9)CE, (3, 4)CC P(t, t̄) = 1 + t2 + tt̄+ tt̄3 + t̄2 + (tt̄)2 + t3t̄+ (tt̄)3

(2, 9)EE P(t, t̄) = 1 + tt̄+ 5(tt̄)2 + 4(tt̄)3 + 5(tt̄)4 + (tt̄)5 + (tt̄)6

(3, 8)CC, (4, 5)CC P(t, t̄) = 1 + 2t+ t2 + 2t̄+ 4tt̄+ 2t2t̄+ t̄2 + 2tt̄2 + (tt̄)2

(3, 8)CE, EC, EE,

(4, 5)EC P(t, t̄) = 1 + t2 + 20tt̄+ t̄2 + (tt̄)2

(4, 7)CC P(t, t̄) = 1 + 2(tt̄)2 + (tt̄)3 + (tt̄)4 + 2(tt̄)5 + (tt̄)7+

+t3 + t̄3 + 2t2t̄5 + 2t5t̄2 + t4t̄7 + t7t̄4

(4, 7)CE P(t, t̄) = 1 + 4(tt̄)2 + t2t̄5 + 8(tt̄)3 + 8(tt̄)4 + t5t̄2 + 4(tt̄)5 + (tt̄)7

(5, 6)CC P(t, t̄) = 1 + 2t2 + t4 + tt̄+ 2tt̄3 + tt̄5 + 2t̄2 + 4(tt̄)2 + 2t2t̄4+

+2t3t̄+ 4(tt̄)3 + 2t3t̄5 + t̄4 + 2t4t̄2 + (tt̄)4 + t5t̄+ 2t5t̄3 + (tt̄)5

(5, 6)C̃C P(t, t̄) = 1 + t2 + tt̄+ tt̄3 + t̄2 + 2(tt̄)2 + t2t̄4 + t3t̄+

+2(tt̄)3 + t3t̄5 + t4t̄2 + (tt̄)4 + t5t̄3 + (tt̄)5

(6, 7)CC P(t, t̄) = 1 + 3t+ 3t2 + t3 + 3t̄+ 9tt̄+ 9tt̄2 + 3tt̄3 + 3t̄2 + 9t2t̄+

+9(tt̄)2 + 3t2t̄3 + t̄3 + 3t3t̄+ 3t3t̄2 + (tt̄)3

Cuadro 7.4: Modelos 
on polinomios de Poin
aré que se anulan en t = e2iπx/D+iπ/D; t̄ =

e−iπ/D Modelo Polinomio de Poin
aré(2,3)DD P(t, t̄) = (1 + t)(1 + t̄)(2,9)CE, (3,4)CC P(t, t̄) = (1 + t2)(1 + t̄2)(1 + tt̄)(3,8)CC, (4,5)CC P(t, t̄) = (1 + t)2(1 + t̄)2(5,6)CC P(t, t̄) = (1 + t2)2(1 + t̄2)2(1 + tt̄)(5,6)C̃C P(t, t̄) = (1 + t2)(1 + t̄2)(1 + tt̄)(1 + t2t̄2)(6,7)CC P(t, t̄) = (1 + t)3(1 + t̄)3
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on número de genera
iones pequeñoCuadro 7.5: Modelos de 
lases laterales CPm 
on 0 < Ngen < 12.Modelo N27 N27 Ngen(2,9)EF (1,3)A (1,18)A 25 21 4(2,9)DF (2,9)AA 28 22 6(2,9)DA (2,9)AF 28 22 6(2,9)DF (2,9)DA 28 22 6(2,9)DF (1,4)A (1,10)A 28 22 6(3,4)FC (1,6)A (1,6)A 29 21 8(3,4)FC (1,6)F (1,6)F 29 21 8(3,4)D2C (3,4)AC 27 19 8(3,4)FC (3,4)AC 19 27 8(3,4)D2C (3,4)D2C 27 19 8(3,4)FC (3,4)D2C 19 27 8(3,4)FC (3,4)FC 27 19 8(3,4)AC (2,9)EF 24 16 8(3,4)D2C (2,9)EF 24 16 8(3,4)FC (2,9)EA 24 16 8(6,7)AC 16 8 8(6,7)DC 16 8 8



120 CAPÍTULO 7. APÉNDICES7.6. Ayudas para el 
ál
ulo del 
ará
ter de CP2En este apéndi
e resumimos algunos pasos útiles para 
al
ular los 
ara
teres usan-do [95℄. Allí el 
ará
ter de CP2=SU(3)k/(SU(2)k+1×U(1)) se des
ompone de a
uerdoa
SU(3)k × SU(2)1 × U(1)

SU(2)k+1 × U(1)
=

SU(3)k

SU(2)k × U(1)
× SU(2)k × SU(2)1

SU(2)k+1
× U(1)Las fórmulas para las representa
iones de los modelos minimales del segundo fa
torhan sido 
onstruidas en [98℄. El 
ará
ter para un estado 
on 
arga m de la teoría U(1)está dado por la siguiente fun
ión theta de SU(2)k

θm,k(x, y) =
∑

n∈Z

xk (n+m/k)2yk (n+m/k)/2 .El 
ará
ter para el estado |Λ, λ = l ŵ1 + w2

2
q, Λ̃ = 0〉 es [95℄:

χΛ
l,q(x, y) =

∑

l′ = 0, ..., k

m = −5, ..., 6

bΛl′,m(x) χl,l′(x) θ(k+3)m−q
6

+ q
2
;k(k+3)(x, y)donde bΛ

l,q son las bran
hing fun
tions que se pueden obtener de [95℄ así
bΛl,q =

∞∏

n=1

(1− x−n)−5
∑

σ ∈ W

l1, l2 ∈ Z

s1, s2 = 0, ...,∞

(−1)s1+s2ǫ(σ)×

× x
1

2(k+3)
{[σ(Λ+ρ)+(k+3)[(l1+ 2

3
s2−

1
3
s1)α1+(l2+ 1

3
s2+

1
3
s1)α2]]2−2}

× x
− 1

12k
[q+k(s1+s2)]2−

1
4(k+2)

{[l+1+(k+2)(s2−s1)]2−1}donde x = e2iπτ , ρ = α1 + α2 y α1,α2 (y α3 = α1 + α2) denotan las raí
es de SU(3)
on α2
i = 2. Se toma la normaliza
ión usual 2

αiωj

α2
i

= δij para los pesos. W es el grupode Weyl de SU(3). Notar que la suma no está bien de�nida, porque depende del ordende los términos, las sumas sobre si deben realizarse antes que las sumas sobre li paraobtener las bran
hing fun
tions 
orre
tas. Al ha
erlo así, algunos términos se 
an
elanentre sí si pi > 0 debido a la identidad [95℄
2p−1∑

s=0

(−1)sx
1
2
(s−(p− 1

2
))2− 1

2
(p− 1

2
)2 = 0y la suma sobre si para li �jo puede rees
ribirse 
omo

∞∑

s=2p

(−1)sx
1
2
(s−(p− 1

2
))2− 1

2
(p− 1

2
)2 = −

∞∑

s=0

(−1)−(s+1)x
1
2
(−(s+1)−(p− 1

2
))2− 1

2
(p− 1

2
)2
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omo puede verse ha
iendo el reemplazo s → −(s + 1) y un 
ambio global de signo.Las siguientes 
ondi
iones son equivalentes a p > 0 para la suma sobre si

s1 : 1
3
(α2 − α1) · σ(Λ + ρ) + (k + 3)(l2 − l1) + l+1

2
− q

6
< 0

s2 : 1
3
(2α1 + α2) · σ(Λ + ρ) + (k + 3) l1 − l+1

2
− q

6
< 0
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